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ÂÑÒÓÏ 

Ìåòîä îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â º ÷àñòêîâîþ ðåàë³çàö³ºþ ìåòîäà 
Áóáíîâà — Ãàëüîðê³íà ñòîñîâíî äî ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. 
Àëå, íà â³äì³íó â³ä çàãàëüíî¿ ñõåìè ìåòîäà Áóáíîâà — Ãàëüîðê³íà, 
ñõåìà ìåòîäà îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â âèìàãàº, ñïåðøó, ïîïåðå-
äíüîãî âèÿâëåííÿ ñòðóêòóðè ðîçâ’ÿçêó äëÿ ãðàíè÷íèõ òî÷îê îáëàñ-
ò³, äå çàäàíî ðîçâ’ÿçóâàíå ð³âíÿííÿ. Ïî-äðóãå, ñõåìà ìåòîäó âèìàãàº 
â³äîêðåìëåííÿ ç ÿäðà ð³âíÿííÿ òàêî¿ éîãî ÷àñòèíè (ùî íåñå îñîáëè-
â³ñòü ÿäðà), äëÿ ÿêî¿ âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè º îðòîãîíàëüí³ ïîë³íîìè, 
òîáòî öå âèìàãàº ïîáóäîâè òàê çâàíèõ ñïåêòðàëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü. 
Ñàìå âèêîíàííÿ ïåðåðàõîâàíèõ âèùå âèìîã ³ íàäàº ìåòîäó îðòîãî-
íàëüíèõ ïîë³íîì³â ïåðåâàãó ï³ä ÷àñ ÷èñëîâî¿ ðåàë³çàö³¿ íàä ìåòîäîì 
Áóáíîâà — Ãàëüîðê³íà, ðîáèòü ìåòîä îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â á³ëüø 
åôåêòèâíèì. 

Ó ïðîïîíîâàíîìó íàâ÷àëüíîìó ïîñ³áíèêó âèêëàäåíî îñíîâè ìå-
òîäó îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â, äåÿê³ ïèòàííÿ éîãî îá´ðóíòóâàííÿ, 
ïèòàííÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó äî ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 
ç îñîáëèâîñòÿìè ó ÿäð³ (ó òîìó ÷èñë³ ç íåðóõîìèìè îñîáëèâîñòÿìè). 
Ó çâ’ÿçêó ç ïèòàííÿìè ÷èñëîâî¿ ðåàë³çàö³¿ ìåòîäà îðòîãîíàëüíèõ ïî-
ë³íîì³â íàâåäåíî êâàäðàòóðíà ôîðìóëà äëÿ ³íòåãðàë³â ç ïîë³íîìàìè 
ßêîá³ òà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà Ãàóññà. 

Òàêîæ ó ïîñ³áíèêó íàâåäåíî ïðèêëàäè êîíêðåòíèõ çàäà÷ òåïëî-
ïðîâ³äíîñò³ òà òåîð³¿ ïðóæíîñò³, äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêèõ âèêîðèñòàíî 
ìåòîä îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â. 

Øëÿõîì çâåäåííÿ äî ³íòåãðàë³â òèïó çãîðòêè Ìåëë³íà îá÷èñëåíî 
ñïåö³àëüí³ ³íòåãðàëè ç êëàñè÷íèìè ïîë³íîìàìè. Íàâåäåíî ñïèñîê 
íàéá³ëüø êîðèñíèõ òà ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàíèõ ñïåêòðàëüíèõ ñï³ââ³ä-
íîøåíü íà ñê³í÷åíîìó òà ï³âíåñê³í÷åííîìó ³íòåðâàëàõ, à òàêîæ äåÿê³ 
³íòåãðàëè ç êëàñè÷íèìè ïîë³íîìàìè, ùî ÷àñòî çóñòð³÷àþòüñÿ ï³ä ÷àñ 
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. 

Ìåòîþ âèäàííÿ öüîãî íàâ÷àëüíîãî ïîñ³áíèêà º äîïîìîãà ñòóäåí-
òàì ó îâîëîä³íí³ ãîëîâíèìè âóçëîâèìè ìîìåíòàìè ìåòîäó îðòîãî-
íàëüíèõ ïîë³íîì³â òà éîãî çàñòîñóâàíí³ ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçêó êîíêðåòíèõ 
çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. 

Íàâ÷àëüíèé ïîñ³áíèê ðîçðàõîâàíî íà ñòóäåíò³â — áàêàëàâð³â ²²²–IV 
êóðñó ôàêóëüòåòó «Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà» òà íà ìàã³ñòð³â ³ àñï³ðàíò³â. 
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§ 1. ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍ² ÑÈÑÒÅÌÈ ÔÓÍÊÖ²É 

Ó öüîìó ïàðàãðàô³ íàâåäåí³ äåÿê³ âèçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ, ÿê³ 
íåîáõ³äí³ äëÿ ïîäàëüøîãî âèêëàäåííÿ ìàòåð³àëó. 

1.1. ÎÑÍÎÂÍ² ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ² ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² 

Íåõàé ( )w x  º íåâ³ä’ºìíîþ ôóíêö³ºþ, ÿêà âèçíà÷åíà íà [ ]; a b , à 

( )f x  º òàêîþ, ùî ³íòåãðàë Ë³áåãà 

 ( ) ( )2
b

a

f x w x dx < ∞∫  (1.1) 

º çá³æíèì. Êëàñ ôóíêö³é, ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâó (1.1), áóäåìî ïîçíà-
÷àòè [ ]2 ;wL a b , à ôóíêö³þ ( )w x  áóäåìî íàçèâàòè âàãîâîþ ôóíêö³ºþ. 

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ôóíêö³é ç êëàñó [ ]2 ;wL a b  ââåäåìî íàñòóïíèì 
÷èíîì: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .
b

w
a

f g f g f x g x w x dx= = ∫   (1.2) 

Çã³äíî äî öüîãî íîðìó ôóíêö³¿ ç êëàñó [ ]2 ;wL a b  ìàºìî âèçíà÷èòè çà 
ôîðìóëîþ 

 ( ) ( ) ( )
1

2
2, .

b

w
a

f f f f f x w x dx
⎛ ⎞

= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫   (1.3) 

ßêùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê (1.2) äîð³âíþº íóëþ — ( ), 0
w

f g = , òî 
ôóíêö³¿ ( )f x  òà ( )g x  áóäåìî íàçèâàòè îðòîãîíàëüíèìè ôóíêö³ÿìè 
íà ïðîì³æêó [ ];a b  ç âàãîþ ( )w x . 

Ïîñë³äîâí³ñòü ôóíêö³é ( ) ( )1 ,..., ,...nx xϕ ϕ  ç [ ]2 ;wL a b  òàêèõ, ùî äëÿ 
∀ n  íîðìà ôóíêö³é â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä íóëÿ 0nϕ ≠ , áóäåìî íàçèâàòè 

ñèñòåìîþ ôóíêö³é òà ïîçíà÷àòè ( ){ }n xϕ . 

Ñèñòåìó ôóíêö³é ( ){ }n xϕ  áóäåìî íàçèâàòè îðòîãîíàëüíîþ ñèñòå-
ìîþ ôóíêö³é íà ïðîì³æêó [ ];a b  ç âàãîþ ( )w x , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ n  
òà m  âèêîíóºòüñÿ 
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 ( ) 2
,n m nm nϕ ϕ = δ ϕ , ,n m∀ .  (1.4) 

Òóò nmδ  — öå ñèìâîë Êðîíåêåðà, òîáòî 1; 0,nn nm n mδ = δ = ≠ . 
ßêùî ïðè öüîìó äëÿ êîæíîãî n  âèêîíóºòüñÿ, ùî íîðìà 1nϕ =  

äëÿ n∀ , òî ñèñòåìó ôóíêö³é { }nϕ áóäåìî íàçèâàòè îðòîíîðìîâàíîþ 
ñèñòåìîþ ôóíêö³é. 

Áóäü-ÿêó îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó ôóíêö³é { }nϕ  ìîæíà ïåðå-
òâîðèòè íà îðòîíîðìîâàíó, ÿêùî çàì³íèòè ôóíêö³þ ( )n xϕ  íà 

( )( ) 1

n nx
−

ϕ ϕ . 
Ïðèðîäíî, ùî âèíèêàº ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâ³ñòü çîáðàæåííÿ äî-

â³ëüíî¿ ôóíêö³¿ ÿê ñóìè îðòîãîíàëüíèõ ôóíêö³é, òîáòî ó çîáðàæåíí³ 
âèãëÿäó 

 ( ) ( )
0

.k k
k

f x f x
∞

=

= ϕ∑   (1.5) 

Ïðèïóñòèìî òàêó ìîæëèâ³ñòü: ôîðìàëüíî ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñ-
òèíè (1.5) ñêàëÿðíî íà ôóíêö³þ ( )n xϕ ; áóäåìî ââàæàòè ïðè öüîìó, 
ùî ðÿä (1.5) ìîæíà ïî÷ëåííî ³íòåãðóâàòè — 

 ( ) ( ) 2

0

, ,n k k n n n
k

f f f
∞

=

ϕ = ϕ ϕ = ϕ∑ , 

çâ³äêè âèïëèâàº 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

2

,
.

b

n
n a

n b

n
n

a

f x x w x dx
f

f

x w x dx

ϕ
ϕ

= =
ϕ ϕ

∫

∫
   (1.6) 

Ðÿä ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíîñò³ (1.5) íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèì ðÿ-

äîì Ôóð’º ôóíêö³¿ ( )f x  çà ñèñòåìîþ ôóíêö³é ( ){ }n xϕ , à ñòàë³ nf , 
ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (1.6), íàçèâàþòü êîåô³ö³ºíòàìè Ôóð’º 
ôóíêö³¿ ( )f x . 

Çàóâàæåííÿ: òîé ôàêò, ùî ìè ìîæåìî ðàõóâàòè êîåô³ö³ºíòè nf , íå 
äàº ãàðàíò³¿ òîãî, ùî ðÿä (1.5) º çá³æíèì, àáî, ÿêùî ðÿä ³ º çá³æíèì, 
òî éîãî ñóìà º ôóíêö³ºþ ( )f x . Íå çóïèíÿþ÷èñü äîêëàäíî íà öèõ ïè-
òàííÿõ (òåîð³þ óçàãàëüíåíèõ ðÿä³â Ôóð’º äîñèòü äîêëàäíî äîñë³äæåíî 
ó êóðñ³ ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó), â³äì³òèìî ëèøå ò³ ôàêòè, ÿê³ áóäóòü 
ïîòð³áí³ ó ïîäàëüøîìó. 
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Ñóìó ( ) ( )
0

n

k k n
k

a x f x
=

ϕ =∑  áóäåìî íàçèâàòè íàáëèæåííÿì ïîðÿäêó 

n  äî ôóíêö³¿ ( )f x . Ìîæëèâ³ñòü öüîãî íàáëèæåííÿ áóäåìî îö³íþâà-
òè çà íîðìîþ [ ]2 ;wL a b , òîáòî áóäåìî îö³íþâàòè ³íòåãðàë 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

0

.
b n

n k k
ka

f x f x f x a x w x dx
=

⎛ ⎞
− = − ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫    (1.7) 

Òåîðåìà. 
Ç³ âñ³õ íàáëèæåíü n-ãî ïîðÿäêó äî ôóíêö³¿ ( )f x  íàéêðàùèì ó ñåíñ³ 

íîðìè ó [ ]2 ;wL a b  º òå íàáëèæåííÿ, äëÿ ÿêîãî k ka f=  (ùå ãîâîðÿòü «íàé-
êðàùèì ó ñåíñ³ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî»). 

Ó ïîäàëüøîìó âèêëàäåíí³ çàñòîñîâóºòüñÿ íåð³âí³ñòü Áåññåëÿ òà 
ð³âí³ñòü Ïàðñåâàëÿ. Íàäàºìî ¿õ ôîðìóëþâàííÿ (äîâåäåííÿ öèõ ôàêò³â 
ìîæíà â³äøóêàòè ó [5]) . 

Íåð³âí³ñòü Áåññåëÿ. Íåõàé ôóíêö³ÿ ( )f x  íàëåæèòü äî ïðîñòîðó 

[ ]2 ;wL a b . Òîä³ ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü 

 ( ) ( )22 2

0

.
b

k k
k a

f f x w x dx
∞

=

ϕ ≤∑ ∫    (1.8) 

ßêùî çàì³ñòü íåð³âíîñò³ (1.8) ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü, òî ¿¿ íàçèâàþòü 
ð³âí³ñòþ Ïàðñåâàëÿ. 

ßêùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ ( ) [ ]2 ;wf x L a b∈  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü 

Ïàðñåâàëÿ, òî ãîâîðÿòü, ùî ñèñòåìà ôóíêö³é ( ){ }n xϕ  º çàìêíåíîþ 
ñèñòåìîþ ôóíêö³é ó [ ]2 ;wL a b . Â öüîìó âèïàäêó ãðàíèöÿ êâàäðàòà íîð-
ìè ð³çíèö³ ôóíêö³¿ òà ¿¿ íàáëèæåííÿ ïðÿìóº äî íóëÿ: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0

lim lim
bn n

k k k kn n
k ka

f x f x f x f x
→∞ →∞

= =

⎡ ⎤
− ϕ = − ϕ ×⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑∫  

 ( ) 0.w x dx× =   (1.9) 

ßêùî ìàº ì³ñöå ãðàíè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ (1.9), òî ãîâîðÿòü, ùî 
÷àñòèíí³ ñóìè óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Ôóð’º (1.5) çá³ãàþòüñÿ ó ñåðåä-
íüîìó äî ôóíêö³¿ ( )f x . Áóäåìî ïîçíà÷àòè öå íàñòóïíèì ÷èíîì: 

( ) ( )
0

lim
n

k kn
k

f x f x
→∞

=

= ϕ∑ . 
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1.2. ÑÈÑÒÅÌÀ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÈÕ ÏÎË²ÍÎÌ²Â 

Íàãàäàºìî òàêîæ, ùî ñèñòåìó ôóíêö³é { }nψ  íàçèâàþòü ë³í³éíî-
íåçàëåæíîþ (ËÍÇ), ÿêùî ç ð³âíîñò³ 

 ( )
0

0
n

k k
k

C x
=

ψ =∑  

âèïëèâàº, ùî 

 ( )2
0

0
n

k
k

C
=

=∑ . 

Ìàº ì³ñöå íàñòóïíèé êðèòåð³é ë³í³éíî¿ íåçàëåæíîñò³ ôóíêö³é. 
Äëÿ òîãî ùîá ñèñòåìà ôóíêö³é { }nψ  áóëà ë³í³éíî-íåçàëåæíîþ, 

íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîáè âèçíà÷íèê Ãðàìà â³äð³çíÿâñÿ â³ä íóëÿ 
äëÿ áóäü-ÿêîãî n: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 1 0

0 1

, , ... ,

... ... ... ... 0 .

, , ... ,

n

n

n n n n

G n

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
= ≠ ∀

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
  (1.10) 

Ç öüîãî êðèòåð³þ âèïëèâàº ñòâåðäæåííÿ: 
Áóäü-ÿêà îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà ôóíêö³é º ë³í³éíî-íåçàëåæíîþ. 
Ä³éñíî, íåõàé { }nψ  º îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ ôóíêö³é. Â³äïîâ³äíî 

äî âèçíà÷åííÿ òîä³ âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ ( ) 2
,k m km kψ ψ = δ ψ . 

Âèçíà÷íèê Ãðàìà òàêî¿ ñèñòåìè ôóíêö³é äîð³âíþâàòèìå 

 

2

0

2 2

1
02

0 ... 0

0 ... 0 0, .

0 0

n

n k
k

n

G n
=

ψ

= ψ = ψ ≠ ∀

ψ

∏  

Çà çàäàíîþ ë³í³éíî-íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ ôóíêö³é { }nψ  çàâæäè 
ìîæíà ïîáóäóâàòè îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó ôóíêö³é íàñòóïíèì ÷èíîì: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 1 0

1 0 1 1 1

1 0 1 1 1

0 1

, , ... ,

, , ... ,

, , ... ,

...

n

n

n

n n n n

n

− − −

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ ψ ψ

χ =

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ

   (1.11) 
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Ìîæíà äîâåñòè, ùî ñèñòåìà ôóíêö³é { }nϕ , ÿêà ïîáóäîâàíà çà 
ôîðìóëîþ (1.11), 

 ( ) ( )
1

, 1n
n

n n

x
x n

G G−

χ
ϕ = ≥  ( ) ( )0

0

0

x
x

G

χ
ϕ =    (1.12) 

º îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ ôóíêö³é.  

ßêùî çà ñèñòåìó ôóíêö³é ( ){ }n xψ  âçÿòè ñèñòåìó ôóíêö³é { }nx , òî 
çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (1.11) ìîæíà ïîáóäóâàòè îðòîãîíàëüíó ñèñòå-

ìó ïîë³íîì³â ( ){ }np x : 

 ( )

0 1

1 2 1

0

1 2 1

...

...

....... ... ...

...

1 ...

n

n n
k

n nk
k

n n n
n

C C C

C C C

p x A x

C C C

x x

+

=
− −

= =∑    (1.13) 

Çà ñòàë³ iC  ïîçíà÷èìî ìîìåíòè ( )
b

i
i

a

C x w x dx= ∫ , nkA  — àëãåáðà¿÷í³ 

äîïîâíåííÿ åëåìåíò³â îñòàííüî¿ ñòð³÷êè âèçíà÷íèêà (1.13). 

Îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó ïîë³íîì³â ïîçíà÷èìî ÿê ( ){ }n xπ  òà ïî-
áóäóºìî çà ôîðìóëîþ 

 ( ) ( )
1

n
n

n n

p x
x

G G−

π = ,  (1.14) 

äå 0

2

...

...
n

n
n n

C C
G

C C
= . 

Åëåìåíòè îðòîãîíàëüíî¿ ñèñòåìè ïîë³íîì³â ( ){ }np x  áóäåìî íà-

çèâàòè îðòîãîíàëüíèìè ïîë³íîìàìè, à ñèñòåìó ( ){ }np x  — ñèñòåìîþ 
îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â. 

Îá÷èñëåííÿ êîåô³ö³ºíò³â îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â çà ôîðìóëàìè 
(1.13), (1.14) — äîñèòü íåëåãêà ïðîöåäóðà, îñîáëèâî ïðè âåëèêèõ çíà-
÷åííÿõ n . ×àñòî ÿê îäíà ç ïðîöåäóð îðòîãîíàë³çàö³¿ âèêîðèñòîâóºòü-
ñÿ ïðîöåäóðà îðòîãîíàë³çàö³¿ Øì³äòà. 

1.3. ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÈÕ ÏÎË²ÍÎÌ²Â 

Íàâåäåìî äåÿê³ âàæëèâ³ âëàñòèâîñò³ îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â. 
Á³ëüø äîêëàäíî ç äîâåäåííÿì öèõ ôàêò³â ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ ó [14]. 
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1°. Áóäü-ÿêèé ïîë³íîì ñòóïåíþ ( )nn q x−  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿ-
ä³ 

 ( ) ( )
0

n

n nk k
k

q x b p x
=

=∑ .  (1.15) 

Ç (1.15) âèïëèâàº ïîäàííÿ: 

 ( )
0

n
n

nk k
k

x a p x
=

=∑ .  (1.16) 

2°. Äëÿ áóäü-ÿêî¿ ñèñòåìè îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â ( ){ }mp x  ìàº 
ì³ñöå ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( ) ( )( ), 0,n mq x p x m n= > ,  (1.17) 

äå ( )nq x  º äîâ³ëüíèé ïîë³íîì ñòóïåíþ n . 

3°. Â³äïîâ³äí³ åëåìåíòè äâîõ ñèñòåì ïîë³íîì³â ( ){ }np x  òà ( ){ }*
np x , 

ÿê³ îðòîãîíàëüí³ íà îäíîìó ïðîì³æêó [ ];a b  òà ç îäí³ºþ âàãîâîþ ôóíê-
ö³ºþ ( )w x , â³äð³çíÿþòüñÿ îäèí â³ä îäíîãî íå á³ëüøå í³æ íà ñòàëèé 
ìíîæíèê, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî n  ³ñíóº òàêà ñòàëà, ùî âèêîíóºòüñÿ 
ð³âí³ñòü *

n n n nn C p C p∀ ∃ = . 
4°. Òðè ïîñë³äîâíèõ îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîìb ( )1mp x− , 

( ) ( ) ( )1, 1,2,...m mp x p x m+ =  çàäîâîëüíÿþòü ðåêóðåíòíó ôîðìóëó 

 ( ) ( ) ( )
2

1 1
12

11

m m m m
m m m

m mm m

k p l l
xp x p x p x

k kk p

− +
−

+−

⎛ ⎞
= + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 ( )1
1

m
m

m

k
p x

k +
+

+ ,  (1.18) 

äå ,m mk l  — êîåô³ö³ºíòè ïðè ñòàðøèõ ñòóïåíÿõ x  îðòîãîíàëüíîãî ïî-
ë³íîìó ( )mp x , òîáòî 

 ( )
2

1

0

m
m m k

m m m mk
k

p x k x l x d x
−

−

=

= + +∑ .  (1.19) 

5°. ßêùî ëîãàð³ôìè÷íó ïîõ³äíó âàãîâî¿ ôóíêö³¿ ( )w x  ìîæíà ïîäà-
òè ÿê ñï³ââ³äíîøåííÿ ïîë³íîìó ïåðøîãî ñòóïåíÿ äî ïîë³íîìó äðóãîãî 
ñòóïåíÿ, òîáòî 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

0 1
2

0 1 2

'
ln '

w x A xa a x
w x

w x b b x b x B x

+
⎡ ⎤ = = =⎣ ⎦ + +

  (1.20) 

òà âèêîíóºòüñÿ óìîâà 



12

 ( ) ( ) ( ) ( )
x a x b

w x B x w x B x
= =
= ,  (1.21) 

òî ïîë³íîìè, ùî îðòîãîíàëüí³ íà ïðîì³æêó [ ];a b  ç ôóíêö³ºþ ( )w x , 
º ðîçâ’ÿçêàìè äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )" ' ' 0nB x y x A x B x y x y x⎡ ⎤+ + − γ =⎣ ⎦ ,  (1.22) 

 ( )1 20,1,..., 1nn n a n b⎡ ⎤= γ = + +⎣ ⎦ . 

6°. ßêùî âàãîâà ôóíêö³ÿ ( )w x  îðòîãîíàëüíèõ íà ïðîì³æêó [ ];a b  

ïîë³íîì³â ( ){ }np x  çàäîâîëüíÿº óìîâàì (1.20) òà (1.21), òî áóäå âèêî-
íàíî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( )m n n mw x p x p x dx
β

α

γ − γ =∫  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' '
n m m nBw x p x p x p x p x

β

α
⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ,  (1.23) 

äå nγ  âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (1.22), à ïðîì³æîê [ ],α β  íàëåæèòü 
ïðîì³æêó [ ];a b  — [ ] [ ], ;a bα β ⊂ . 

7°. ßêùî âèêîíàíî óìîâè (1.20) òà (1.21), òî â³ðíîþ º ôîðìóëà Ðî-
äðèãà 

 ( ) ( ) ( ) ( )
n

nn
n n

C d
p x w x B x

w x dx
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ,  (1.24) 

òóò nC  º äîâ³ëüíà ñòàëà (äèâ. âëàñòèâ³ñòü 3°). 
8°. ßêùî ³íòåðâàë îðòîãîíàëüíîñò³ º ñèìåòðè÷íèé â³äíîñíî ïî-

÷àòêó êîîðäèíàò òà âàãîâà ôóíêö³ÿ º ïàðíîþ, òî âèêîíóâàòèìåòüñÿ 
ð³âí³ñòü 

 ( ) ( ) ( )1
n

n np x p x− = − .  (1.25) 

9°. Âñ³ íóë³ jx  îðòîãîíàëüíîãî ïîë³íîìó ( )np x  º ïðîñò³ òà ðîçòà-
øîâàí³ ó ïðîì³æêó ( );a b . 

10°. Íóë³ îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â ( )np x  òà ( )1np x+  ïåðåìå-
æàþòüñÿ. 

Á³ëüø äîêëàäíî ÷èòà÷ ìîæå îçíàéîìèòèñÿ ç öèìè ôàêòàìè ó [4, 
6–8, 12]. 
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§ 2. ÊËÀÑÈ×Í² ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍ² ÏÎË²ÍÎÌÈ 

Áóäü-ÿêó ñèñòåìó ïîë³íîì³â ìîæíà îòðèìàòè, ô³êñóþ÷è ³íòåð-
âàë îðòîãîíàëüíîñò³ ( ),a b  òà âàãîâó ôóíêö³þ ( )w x . Êð³ì òîãî, äëÿ 
îñòàòî÷íî¿ ô³êñàö³¿ (äèâ. âëàñòèâ³ñòü 3°) ìîæíà çðîáèòè «íîðìóâàí-
íÿ», òîáòî àáî ïåâíèì ÷èíîì âèáèðàòè ñòàðøèé êîåô³ö³ºíò nk  (äèâ. 
(1.19)), àáî ô³êñóâàòè çíà÷åííÿ ïîë³íîì³â ó áóäü-ÿê³é òî÷ö³, àáî ðîáè-
òè ïåðåõ³ä äî îðòîíîðìîâàíî¿ ñèñòåìè. 

2.1. ÒÀÁËÈÖß ÊËÀÑÈ×ÍÈÕ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÈÕ ÏÎË²ÍÎÌ²Â 

Íàé÷àñò³øå âèêîðèñòîâóþòü îðòîãîíàëüí³ ïîë³íîìè, ùî íàâåäåí³ 
ó òàáëèö³ êëàñè÷íèõ îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â: 

Òàáëèöÿ 1

 ( );a b  ( )w x  nk Ïîçíà÷åííÿ Íàçâà

 ( )1;1−  1 ( )2
(2 )!

!

n

n n  ( )nP x
Ïîë³íîì Ëå-
æàíäðà

 ( )1;1− ( )
1

 2 21 x
−

−
( )

0

1

1,

2 1n

k

n−

=

≥ ( )nT x
Ïîë³íîì 
×åáèøîâà 1-ãî 
ðîäó

( )1;1− ( )
1

2 21 x−  2n  ( )nU x
Ïîë³íîì 
×åáèøîâà 2-ãî 
ðîäó

( )1;1−
( )

1
2 21

1
Re

2

x
ν−

−

ν > −
 
( )2

!

n

n

n

ν ( )( )nC xν Ïîë³íîì Ãå-
ãåíáàóåðà

( )1;1−
( ) ( )
( )

1 1

Re , 1

x x
α β

− +

α β > −
( )1

2 !
n

n

n

n

+α +β+ ( ),
nP xα β Ïîë³íîì ßêîá³

( )0,∞
Re 1

xx eα −

α > −
 
( )1

!

n

n

−
 ( ) ( )nL xα Ïîë³íîì 

Ëàãåðà
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Çàê³í÷åííÿ òàáë. 1

 ( );a b  ( )w x  nk Ïîçíà÷åííÿ Íàçâà

( );−∞ +∞  
2xe−  2n  ( )n xΗ

Ïîë³íîì 
Åðì³òà

Çàçíà÷èìî äåÿê³ âëàñòèâîñò³ êëàñè÷íèõ ïîë³íîì³â: 

à) Çíà÷åííÿ ïîë³íîì³â íà ê³íöÿõ ïðîì³æêó îðòîãîíàëüíîñò³ 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

1 1, 1 , 1 1,
!

n
n n nP C T

n
ν ν

= = =   (2.1) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),
1 1

1 , 1 1, 0 .
! !

n n
n n nP U L

n n
αα β α + α +

= = =  

Òóò ( )
n

a  º ñèìâîë Ïîõãàììåðà, ( )xΓ  º ãàììà-ôóíêö³ÿ Åéëåðà, 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 ... 1 .
n

a n
a a a a n

a

Γ +
= + + − =

Γ
  (2.2) 

á) Ôîðìóëè çâ’ÿçêó îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â. 
Ïîë³íîìè Ëåæàíäðà, ×åáèøîâà òà Ãåãåíáàóåðà º ÷àñòêîâèìè âè-

ïàäêàìè ïîë³íîì³â ßêîá³. Ì³æ íèìè ìàþòü ì³ñöå ôîðìóëè çâ’ÿçêó 
(äèâ. âëàñòèâ³ñòü 3°, § 1) [1]: 

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1
0,02

1 1
,0 2 2

,

!
, ,

12  2

n n n

n n n n n

P x C x P x

n n
T x C x g P x g

n

− −

= =

= = =
 

 ( ) ( )( ) ( )
1 1

,1 2 2
1

,
2n n n nU x C x g P x= =   (2.3) 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
,

2 2
2

,
1

2

n
n n

n

C x P x
ν− ν−ν ν

=
ν +

 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
2 22

2

1
2 1 22

2 1

1 2 !  ,

1 2 !  .

n n
n n

n n
n n

x n L x

x n L x x

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

+

Η = −

Η = −

 

â) Äëÿ ïîë³íîì³â Ëåæàíäðà, ×åáèøîâà, Ãåãåíáàóåðà òà Åðì³òà ³í-
òåðâàë îðòîãîíàëüíîñò³ º ñèìåòðè÷íèì â³äíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, 



15

âàãîâà ôóíêö³ÿ ( )w x  º ïàðíîþ. Â³äïîâ³äíî äî ôîðìóëè (1.25) âèïëè-
âàº íàñòóïíå: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 , 1 ,

1 , 1 ,

1 .

n n

n n n n

n n vv
n n n n

n

n n

P x P x U x U x

T x T x C x C x

x x

− = − − = −

− = − − = −

Η − = − Η

  (2.4) 

Ïîë³íîìè ßêîá³ âëàñòèâîñò³ ïàðíîñò³ íå ìàþòü, àëå äëÿ íèõ âè-
êîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü 

 ( ) ( ) ( ), ,1
n

n nP x P xα β β α− = − .  (2.5) 

ã) Äëÿ êëàñè÷íèõ ïîë³íîì³â º â³ðíèìè ðåêóðåíòí³ ôîðìóëè (1.18). 
À ñàìå, äëÿ ïîë³íîì³â ßêîá³ öÿ ôîðìóëà ìàº çîáðàæåííÿ: 

 ( )( )( ) ( ),
12 1 1 2 nn n n P xα β
++ + α +β− +α +β =  

 ( ) ( )( ) 2 22 1 2 2 2n n n x⎡ ⎤= + α +β+ +α +β +α +β+ +α −β ×⎣ ⎦

 ( ) ( )( )( ) ( ), ,
12 2 2 .n nP x n n n P xα β α β
−× − + α +β +α +β+  

ßêùî òóò âèáèðàòè α  òà β  ó â³äïîâ³äíîñò³ äî ôîðìóë (2.3), òî àíà-
ëîã³÷í³ ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ìîæíà çàïèñàòè äëÿ ïîë³íîì³â 
Ëåæàíäðà, ×åáèøîâà, Ãåãåíáàóåðà. 

Ðÿä âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â ïîâ’ÿçàí ç 
âèêîíàííÿì óìîâ (1.20) òà (1.21). Ïåðåâ³ðåìî, ÷è çàäîâîëüíÿº âàãî-

âà ôóíêö³ÿ ( )w x  ïîë³íîì³â ßêîá³ ( ) ( ) ( )1 1w x x x
α β

= − +  öèì óìîâàì. 
Ç ö³ºþ ìåòîþ â³äøóêàºìî ëîãàðèôì³÷íó ïîõ³äíó âàãîâî¿ ôóíêö³¿ 

 ( ) ( )
2

ln '
1

x
w x

x

β−α − α +β
⎡ ⎤ =⎣ ⎦ −

, 

òîáòî ëîãàðèôì³÷íà ïîõ³äíà âàãîâî¿ ôóíêö³¿ ïîë³íîì³â ßêîá³ ìàº çî-
áðàæåííÿ (1.20), äå ( )A x = ( ) ( ) 2, 1x B x xβ−α − α +β = − . Óìîâó (1.21) 
òàêîæ âèêîíàíî — 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1
1 1 0,

x x
w x B x x x

α+ β+

=± =±
= − + =  

îñê³ëüêè Re 1, Re 1α > − β > − . 
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Àíàëîã³÷íèì ÷èíîì ïåðåâ³ðÿºòüñÿ âèêîíàííÿ öèõ óìîâ äëÿ ³íøèõ 
êëàñè÷íèõ ïîë³íîì³â. Ïîäàííÿ äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ( )A x  òà ( )B x  íà-
âåäåíî ó òàáëèö³: 

Òàáëèöÿ 2

Íîìåð Ïîë³íîì  ( )A x  ( )B x

 1  ( )nP x  0  21 x−

 2  ( )nT x  x  21 x−

 3  ( )nU x  x−  21 x−

 4  ( ) ( )v
nC x  ( )1 2v x−  21 x−  

 5  ( ),
nP xα β ( )xβ−α − α +β  21 x−

 6  ( )n xΗ  2x−  1

 7  ( ) ( )nL xα  xα −  x

Çà äîïîìîãîþ òàáëèö³ 2 ìîæíà çàïèñàòè äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ 
(1.22), ðîçâ’ÿçêàìè ÿêèõ º êëàñè÷í³ ïîë³íîìè. Íàïðèêëàä, ïîë³íîì 
ßêîá³ ( ),

nP xα β  º îáìåæåíèì ðîçâ’ÿçêîì òàêîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³â-
íÿííÿ: 

 ( ) ( ) ( ) ( )21 " 2 ' 1 0.x y x y n n y⎡ ⎤− + β−α − β+α + + α +β+ + =⎣ ⎦   (2.6) 

2.2. ÇÂ’ßÇÎÊ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÈÕ ÏÎË²ÍÎÌ²Â 
Ç Ã²ÏÅÐÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÎÞ ÔÓÍÊÖ²ªÞ ÃÀÓÑÑÀ 

Êëàñè÷í³ ïîë³íîìè ïîâ’ÿçàí³ ç ã³ïåðãåîìåòðè÷íîþ ôóíêö³ºþ Ãà-
óññà [1] 

 ( )
( ) ( )
( )0

, ; ;
!

j j j

j j

a b
F a b c

c j

∞

=

ξ = ξ∑    (2.7) 

àáî ç âèðîäæåíîþ ã³ïåðãåîìåòðè÷íîþ ôóíêö³ºþ 

 ( )
( )
( )0

; ; .
!

j j

j j

a
a c

c j

∞

=

Φ ξ = ξ∑   (2.8) 
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Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî a  (àáî b ) äîð³âíþº ö³ëîìó â³ä’ºìíîìó ÷èñ-
ëó, òî ðÿäè (2.7) òà (2.8) îáð³çàþòüñÿ, îòæå ó òàêîìó âèïàäêó ôóíêö³¿ 

( ) ( ), ; ; , ; ;F n b c n c− ξ Φ − ξ  º ïîë³íîìàìè ñòóïåíÿ n . 
Ôîðìóëè çâ’ÿçêó îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â ç ã³ïåðãåîìåòðè÷íîþ 

ôóíêö³ºþ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³: 

 

( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

, 1
, 1; 1; ,

! 2

2 1 1
, 2 ; ; ,

! 2 2

3 1
1 , 2; ; ,

2 2

n

v n
n

n

n x
P x F n n

n

v x
C x F n n v v

n

x
U x n F n n

α β α +β −⎛ ⎞= − α +β+ + α +⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (2.9) 

 

( )

( )

1 1
, ; ; ,

2 2

1
, 1;1; ,

2

n

n

x
T x F n n

x
P x F n n

−⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

; 1;
!

n
nL x n x

n
α α +

= Φ − α + . 

Äëÿ ïîë³íîì³â ×åáèøîâà ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïí³ ïîäàí-
íÿ: 

 

( ) ( )

( ) ( )( )
( )

cos arccos ,

sin 1 arccos
.

sin arccos

n

n

T x n x

n x
U x

x

=

+
=

 

ßêùî çðîáèòè çàì³íó çì³ííî¿ cos xθ = , òî îòðèìàºìî ïðîñò³ø³ çî-
áðàæåííÿ öèõ ïîë³íîì³â: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )sin 1
cos cos , cos .

sinn n

n
T n U

+ θ
θ = θ θ =

θ
  (2.10) 

2.3. ÒÀÁËÈÖß ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÑÒ² ÊËÀÑÈ×ÍÈÕ ÏÎË²ÍÎÌ²Â 

Ó çàâåðøåííÿ öüîãî ïàðàãðàôó çàïèøåìî òàêîæ âàæëèâ³ ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñò³ äëÿ êëàñè÷íèõ ïîë³íîì³â òà ¿õ íîðìè: 
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Òàáëèöÿ 3

Íîìåð Ñï³ââ³äíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñò³ Íîðìà ïîë³íîìó

 1 ( ) ( )
1

2

1

n m nm nP x P x dx P
−

= δ∫  
2 2

2 1nP
n

=
+

 2 ( ) ( )1
2

2
1 1

n m
nm n

T x T x
dx T

x−

= δ
−

∫
2

, 0

, 1
2

n

n
T

n

π =⎧
⎪= ⎨π

≥⎪⎩

 3
( ) ( )

1
2

1

2

1 n m

nm n

x U x U x dx

U

−

− =

= δ

∫  
2

2nU
π

=

 4

( ) ( )( ) ( )( )

( )

1 1
2 2

1

2( )

1
v v v

n m

v
nm n

x C x C x dx

C x

−

−

− =

= δ

∫
( )

( )
( )
( )

2

1 2

2

2

!

2

v
n

v

C

n n v

v n

v

−

=

π
= ×

+

Γ +
×

Γ

5

( ) ( ) ( )

( )

1
,

1

2, ,

1 1 n

m nm n

x x P x

P x dx P

α β α β

−

α β α β

− + ×

× = δ

∫ ( )
( )
( )

2,

12 1

! 1

1

2 1

nP

n

n n

n

n

α β

α+β+

=

Γ α + +
= ×

Γ +α +β+

Γ β+ +
×
α +β+ +

6

( ) ( ) ( )( )

( )

0

2

x
n m

nm n

x e L x L x dx

L

∞
α αα −

α

=

= δ

∫
( )

( )

2

1

!

nL

n

n

α =

Γ α + +
=

7

( ) ( )2

2

x
n m

nm n

e x x dx∞ −

−∞

Η Η =

= δ Η

∫
2

!2

n

nn

Η =

= π
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§ 3. ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÓ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÈÕ ÏÎË²ÍÎÌ²Â 

Ñõåìó ìåòîäó îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â íàâåäåìî çà [12] íà ïðè-
êëàä³ ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ ç ëîãàðèôì³÷íèì ÿäðîì. 

3.1. ²ÍÒÅÃÐÀËÜÍ² Ð²ÂÍßÍÍß 1-ãî ÐÎÄÓ 
Ç ËÎÃÀÐ²ÔÌÈ×ÍÈÌ ßÄÐÎÌ 

Ðîçãëÿíåìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ 1-ãî ðîäó 

 ( ) ( )
1

1

1 1
ln , 1.s ds f x x

x s−

ϕ = <
π −∫    (3.1) 

Äëÿ éîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ìåòîäîì îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â âèêîðèñ-
òàºìî ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ À.6.8, ùî âïåðøå óçàãàëüíåíî äëÿ 

0n ≠  ó [10] : 

 
( ) ( )

1

2
1

1 1
ln , 1,

1

n
n n

T s
ds T x x

x s s−

= μ <
π − −
∫    (3.2) 

 ( )1
0 ln2; 1n n n−μ = μ = ≥ . 

Íå çóïèíÿþ÷èñü ïîêè ùî íà ïèòàííÿõ îá´ðóíòóâàííÿ, ôîðìàëü-
íèé ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (3.1) áóäåìî ðîçøóêóâàòè ÿê 
ðÿä çà ïîë³íîìàìè ×åáèøîâà 

 ( ) ( )
2

0

1

1
k k

k

s T s
s

∞

=

ϕ = ϕ
−

∑ .  (3.3) 

Çà ìåòó ñòàâèòüñÿ ðîçøóêàòè êîåô³ö³ºíòè kϕ  óçàãàëüíåíîãî ðÿäó 
Ôóð’º (3.3). 

Ï³äñòàâèìî çîáðàæåííÿ (3.3) äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (3.1). 
Ïðèïóñêàþ÷è, ùî ðÿä (3.3) ìîæíà ïî÷ëåííî ³íòåãðóâàòè, îòðèìàºìî 
íàñòóïíó ð³âí³ñòü: 

 
( ) ( )

1

2
0 1

1 1
ln .

1

n
n

n

T s
ds f x

x s s

∞

= −

ϕ =
π − −
∑ ∫  
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Ï³ñëÿ ïîäàëüøîãî âèêîðèñòàííÿ ñïåêòðàëüíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(3.2) ï³äðàõóºìî ³íòåãðàë, ÿêèé ñòî¿òü ï³ä çíàêîì ñóìè: 

 ( ) ( )
0

n n n
n

T x f x
∞

=

ϕ μ =∑ .  (3.4) 

Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíîñò³ (3.4) ñêàëÿðíî íà ïîë³íîì 

×åáèøîâà ( )mT x òà íà âàãîâó ôóíêö³þ ( )
2

1

1
w x

x
=

−
, ï³ñëÿ ÷îãî 

ïðî³íòåãðóºìî îáèäâ³ ÷àñòèíè çà çì³ííîþ x  íà ³íòåðâàë³ ( )1;1 .−  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

01 1

.m n n n m
n

w x T x T x dx w x T x f x dx
∞

=− −

ϕ μ =∑∫ ∫  

ßêùî ïðèïóñòèòè ïðè öüîìó, ùî ðÿä ó ë³â³é ÷àñòèí³ ð³âíîñò³ (3.4) 
ìîæíà ïî÷ëåííî ³íòåãðóâàòè òà âèêîðèñòàòè ñï³ââ³äíîøåííÿ îðòîãî-
íàëüíîñò³ ïîë³íîì³â ×åáèøîâà (2.11), òî îòðèìàºìî: 

 ( ) ( ) ( )1

2
0 0 1

,
1

n m
n n n m n n

n n

T x T x
T T dx

x

∞ ∞

= = −

ϕ μ = ϕ μ =
−

∑ ∑ ∫  

 
2 2

0
n n nm n m m m

n

T T
∞

=

= ϕ μ δ = ϕ μ∑ , 

 
( ) ( )1

2

2
1 1

m
m m m

f x T x
T dx

x−

ϕ μ =
−

∫ . 

Ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ â³äøóêàºìî êîåô³ö³ºíò mϕ : 

 
2

m
m

m m

f

T
ϕ =

μ
,  (3.5) 

äå çà mf  ïîçíà÷èìî ³íòåãðàë â³äîìî¿ ôóíêö³¿ 

 ( ) ( )( )
1 1

2 2

1

1m mf f x T x x dx
−

−

= −∫ . 

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè êîåô³ö³ºíò³â mϕ , âèçíà÷åíèõ çà ôîðìóëîþ (3.5), 
äî ñï³ââ³äíîøåííÿ (3.3) îòðèìàºìî ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 

(3.1), ÿêèé ç óðàõóâàííÿì çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â mμ  òà 
2

mT , ùî çàïè-
ñàí³ â³äïîâ³äíî ôîðìóëàìè (3.2) òà (2.11), ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

12 2 2
11 1

1 1 2
.

ln21 1 1

n n

n

f x T s f x T x dx
s dx

ns x x

∞

−
=− −

⎡ ⎤
ϕ = +⎢ ⎥π π− − −⎣ ⎦

∑∫ ∫   (3.6) 
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3.2. ÎÁ¥ÐÓÍÒÓÂÀÍÍß ÎÒÐÈÌÀÍÎÃÎ ÐÎÇÂ’ßÇÊÓ 

Äîâåäåìî îá´ðóíòóâàííÿ îòðèìàíîãî ðîçâ’ÿçêó. Ç ö³ºþ ìåòîþ ïå-
ðåïèøåìî ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ (3.2) 

 ( ) ( ) ( )
1

1

, , 1n n nx s s ds x x
−

Η ϕ = μ ϕ <∫ ,  (3.7) 

äå 

 ( )
( ) ( )

1 1
  2 24 4

1 1 1 1
, ln ;

1 1

x s
x s

s x

Η =
π −

− −
  (3.8) 

( ) ( )

( )
1

 2 4

,

1

n n
n

C T x
x

x

ϕ =
−

 nC  — ñòàë³, ÿê³ ô³êñóþòüñÿ ï³çí³øå. 

Çàçíà÷èìî, ùî ÿäðî ð³âíÿííÿ (3.7) ( ),x sΗ  º ñèìåòðè÷íèì, òîáòî 

( ) ( ), ,x s s xΗ = Η , à òàêîæ ( ) [ ] [ ]( )2, 1;1 1;1x s LΗ ∈ − × − , îñê³ëüêè 

 ( )
1 1

2

1 1

,x s dxds
− −

Η < +∞∫ ∫ . 

Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ôóíêö³é ( ){ }n xϕ  º îðòîãîíàëüíîþ íà ïðî-
ì³æêó [ ]1;1−  ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ ( ) 1.w x =  Âðàõîâóþ÷è (2.11), çîáðà-
çèìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ôóíêö³é 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

1
22

1/4 1/42 2
1

, .
1 1

n m
n m n m n nm n

T x T x
C C dx C T

x x−

ϕ ϕ = = δ
− −

∫  

ßêùî âèáðàòè nC  ÿê 
1

n nC T
−

= , òî ñèñòåìà ôóíêö³é ( ){ }n xϕ  áóäå 
îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ íà ïðîì³æêó [ ]1;1−  ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ 

( ) 1:w x =  

 ( ) ( )
( )1/421

n
n

n

T x
x

T x
ϕ =

−
.  (3.9) 

²ç çîáðàæåííÿ (3.7) òàêîæ âèïëèâàº, ùî ôóíêö³¿ ( )n xϕ  º âëàñíèìè 
ôóíêö³ÿìè ÿäðà ( ),x sΗ . 

Äëÿ ïîäàëüøîãî îá´ðóíòóâàííÿ áóäóòü ïîòð³áí³ òåîðåìè Ð³ñà — 
Ô³øåðà òà Ã³ëüáåðòà — Øì³äòà. Íàâåäåìî ¿õ ôîðìóëþâàííÿ. (Äîâå-
äåííÿ öèõ òåîðåì ìîæíà â³äøóêàòè, íàïðèêëàä, ó [5].) 
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Òåîðåìà Ðèñà — Ô³øåðà. 

ßêùî ñèñòåìà ôóíêö³é ( ){ }n xϕ  º îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ íà ïðî-

ì³æêó [ ];a b , à 0 1, ,..., nC C C ,… — º ÷èñëîâà ïîñë³äîâí³ñòü, òî ðÿä 2

0
n

n

C
∞

=
∑  

çá³ãàºòüñÿ òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè ó ïðîñòîð³ [ ]( )2 ;L a b  ³ñíóº ôóíêö³ÿ 

( )f x , êîåô³ö³ºíòàìè óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Ôóð’º ÿêî¿ (1.5) çà ñèñòåìîþ 
ôóíêö³é { }nϕ  º ñòàë³ nC , òîáòî ( ),n nC f= ϕ . 

Òåîðåìà Ã³ëüáåðòà — Øì³äòà. 
ßêùî ôóíêö³þ ( )f x  ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( ),
b

a

f x x y g y dy= Κ∫ , 

äå ôóíêö³ÿ ( ),x yΚ  — º ñèìåòðè÷íå ÿäðî, ùî íàëåæèòü ïðîñòîðó 

[ ] [ ]( ) ( ) [ ]( )2 2, * , , ;L a b a b g y L a b∈ , òî ôóíêö³þ ( )f x  ìîæíà ðîçâèíó-
òè ó ðÿä, ÿêèé çá³ãàºòüñÿ ó ñåðåäíüîìó, çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè ÿäðà 

( ) ( ){ }, kx y xΚ − ϕ , à ñàìå — 

 ( ) ( )
0

lim
n

k kn
k

f x f x
→∞

=

= ϕ∑ . 

Ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ (3.1) ç óðàõóâàííÿì ïîçíà÷åíü (3.8). 

 ( ) ( ) ( )
1

1

, , 1x s s ds g x x
−

Η ψ = <∫ .   (3.10) 

Òóò ( )g x  º â³äîìîþ ôóíêö³ºþ, ( )sψ  º íîâîþ íåâ³äîìîþ ôóíêö³-
ºþ; îáèäâ³ ö³ ôóíêö³¿ ïîâ’ÿçàí³ ç ôóíêö³ÿìè ( )f x  òà ( )sϕ  íàñòóïíè-
ìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1/4 1/42 21 , 1 .g x f x x s s s
−

= − ψ = ϕ −    (3.11) 

Ó ïîäàëüøîìó ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêö³ÿ ( ) [ ]2 1;1g x L∈ −  òà 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3.10) øóêàòèìåìî òàêîæ ó êëàñ³ ôóíêö³é, ÿê³ íà-
ëåæàòü 2L . 

Ïîìíîæèìî ñêàëÿðíî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíîñò³ (3.10) íà ( )n xϕ  òà 
çì³íèìî ïîðÿäîê ³íòåãðóâàííÿ: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

, ,n ns x s x dxds g
− −

ψ Η ϕ = ϕ∫ ∫ . 
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Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíîñò³ ³ñíóº, ùî âèïëèâàº ç 
òåîðåìè Ã³ëüáåðòà — Øì³äòà. 

Âðàõîâóþ÷è ñèìåòðè÷í³ñòü ÿäðà ( ),x sΗ  òà ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíî-
øåííÿ (3.7), îñòàííþ ð³âí³ñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì: 

 ( ) ( ), ,n n ngμ ψ ϕ = ϕ . 

Ç öüîãî ðîçøóêàºìî êîåô³ö³ºíòè óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Ôóð’º ( ), nψ ϕ  
øóêàíî¿ ôóíêö³¿ ( )sψ  çà ñèñòåìîþ ôóíêö³é { }nϕ . Ç òåîðåìè Ðèñà — 
Ô³øåðà âèïëèâàº, ùî ÿêùî ðÿä 

 ( ) ( )22

2
0 0

,
, n

n
n n n

g∞ ∞

= =

ϕ
ψ ϕ =

μ∑ ∑    (3.12) 

çá³ãàºòüñÿ, òî ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (3.10) ìàº ïîäàííÿ 

 ( ) ( ) ( )
0

,
.n

n
n n

g
s s

∞

=

ϕ
ψ = ϕ

μ∑   (3.13) 

ßêùî ðÿä (3.12) º ðîçá³æíèé, òî ð³âíÿííÿ (3.10) ó ïðîñòîð³ 2L  
ðîçâ’ÿçê³â íå ìàº. 

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî ó ðîçâ’ÿçîê (3.13) ï³äñòàâèòè ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(3.9), (3.11), òî áóäå îòðèìàíî òàêèé ñàìèé ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî 
ð³âíÿííÿ, ùî áóëî çäîáóòî ó ï.1 öüîãî ïàðàãðàôó. Àëå ó öüîìó ïóíêò³ 
ïèòàííÿ óìîâè ðîçâ’ÿçóâàíîñò³ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (3.12) íå îá-
ãîâîðþâàëèñÿ. 

3.3. ²ÍÒÅÃÐÀËÜÍÅ Ð²ÂÍßÍÍß 1-ãî ÐÎÄÓ 
Ç Ð²ÇÍÈÖÅÂÈÌ ßÄÐÎÌ 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 1-ãî ðîäó ç 
ð³çíèöåâèì ÿäðîì á³ëüø çàãàëüíî¿ ôîðìè: 

 ( ) ( ) ( )
1

1

, 1.k x s s ds f x x
−

− ϕ = ≤∫    (3.14) 

Íàé÷àñò³øå ìàº ì³ñöå ñèòóàö³ÿ, êîëè ÿäðî öüîãî ð³âíÿííÿ ìîæíà 
çîáðàçèòè ó âèãëÿä³ ³íòåãðàëà Ôóð’º — 

 ( ) ( )
0

cos .
h t

k y tydt
t

∞

= ∫   (3.15) 
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Ïðèïóñòèìî, ùî â îêîë³ íóëÿ ( ) ( ), 0, 0h x o x xα= > α >  òà ïðè 
t →∞  ìàº ì³ñöå àñèìïòîòèêà: 

 ( ) ( )1  , 0h t o t −δ= + δ > .  

Â³äîêðåìèìî ó ÿäð³ òàê çâàíó ñèíãóëÿðíó ÷àñòèíó. Äëÿ öüîãî âè-
êîðèñòàºìî ôîðìóëó 3.951 (8) ç [3] 

 
0

1 cos
ln

tty e
dt

y t

∞ −−
= ∫ . 

Ï³ñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ð³âí³ñòü (3.15) ìîæíà çàïèñàòè ó 
ïîäàíí³: 

 ( ) ( )1
lnk y D y

y
= + ,  (3.16) 

äå ( ) ( )( )
0

1  cos th t ty e
D y dt

t

−∞ − −
= ∫ . 

Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî îñòàíí³é ³íòåãðàë º ð³âíîì³ðíîçá³æíèì, òîá-
òî ( )D y  º îáìåæåíà òà íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ. Ï³äñòàâèìî âèðàç (3.16) 
äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (3.14): 

 ( ) ( ) ( )
1

1

1
ln , 1.D x s s ds f x x

x s−

⎡ ⎤
+ − ϕ = ≤⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
∫   (3.17) 

Ðîçâ’ÿçîê îòðèìàíîãî ð³âíÿííÿ (3.17) áóäåìî ðîçøóêóâàòè ó ïî-
äàíí³ (3.3). Ï³ñëÿ âèêîðèñòàííÿ ñïåêòðàëüíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ (3.2) 
ç (3.17) ìàòèìåìî 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

2
0 1

.
1

n
n n n

n

T s
T x D x s ds f x

s

∞

= −

⎡ ⎤
ϕ μ + − =⎢ ⎥

−⎣ ⎦
∑ ∫  

Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè öüîãî ð³âíÿííÿ ñêàëÿðíî íà 

( ) ( )0,1,...mT x m = . Âðàõîâóþ÷è îðòîãîíàëüí³ñòü ïîë³íîì³â ×åáè-
øîâà (2.11), îòðèìàºìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü 

 
2

0

, 0,1,...,m m m nm n m
n

T d f m
∞

=

ϕ μ + ϕ = =∑   (3.18) 

äå 
( ) ( ) ( )1 1

2 2
1 1

,
1 1

n m
nm

D x s T s T x
d dsdx

s x− −

−
=

− −
∫ ∫  
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 ( ) ( )1

2
1 1

m
m

T x
f f x dx

x−

=
−

∫ . 

Ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ñèñòåìè çíàéäåìî êîåô³ö³ºíòè mϕ  ðîçâè-
íåííÿ ó ðÿä (3.3). 

Ïèòàííÿ ùîäî ðîçâ’ÿçàííÿ àëãåáðà¿÷íèõ ñèñòåì òàêîãî ðîäó òà ðà-
õóâàííÿ êîåô³ö³ºíò³â nmd  áóäóòü îáãîâîðåí³ íèæ÷å. 

3.4. ²ÍÒÅÃÐÀËÜÍÅ Ð²ÂÍßÍÍß 2-ãî ÐÎÄÓ 
Ç ËÎÃÀÐ²ÔÌÈ×ÍÈÌ ßÄÐÎÌ 

Ðîçãëÿíåìî ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 2-ãî ðîäó ç ëîãà-
ðèôì³÷íèì ÿäðîì 

 ( ) ( ) ( )
1

1

1
ln .x s ds f x

x s−

ϕ + γ ϕ =
−∫   (3.19) 

Ç òåîðåìè Ã³ëüáåðòà — Øì³äòà âèïëèâàº, ùî äëÿ ÿäðà ( ),x yΚ , ÿêå 
ìàº âëàñòèâîñò³, ùî çàçíà÷åí³ ó ôîðìóëþâàíí³ òåîðåìè, ìàº ì³ñöå á³-
ë³í³éíå ðîçâèíåííÿ ó ðÿä, ÿêèé çá³ãàºòüñÿ ó ñåðåäíüîìó: 

 ( ) ( ) ( )
0

, n n n
n

x y x y
∞

=

Κ = λ ϕ ϕ∑ , 

äå nλ  — âëàñí³ ÷èñëà, ( )n xϕ  — âëàñí³ ôóíêö³¿ ÿäðà ( ),x yΚ . 
Äëÿ ÿäðà ( ),x sΗ  ç (3.8) — éîãî âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè, ÿê öå ïðî-

äåìîíñòðîâàíî ðàí³øå, º ôóíêö³¿ (3.9), à âëàñíèìè ÷èñëàìè — ÷èñëà 

nμ  (3.2) — á³ë³í³éíå ðîçâèíåííÿ çàïèøåòüñÿ ó ôîðì³ 

 
( ) ( ) ( ) ( )

2
0 1

1
ln ln2 2 .n n n n n

n nn

T x T s T x T s

x s nT

∞ ∞

= =

μ
= π = +

− ∑ ∑   (3.20) 

Ï³ñëÿ ôîðìàëüíî¿ ï³äñòàíîâêè ñï³ââ³äíîøåííÿ (3.20) äî ³íòå-
ãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (3.19) îòðèìàºìî òàêó ð³âí³ñòü: 

 ( ) ( ) ( )2

0

.n n n n
n

x T T x f x
∞

−

=

ϕ + γπ μ ϕ =∑   (3.21) 

Çà nϕ  áåðåìî ³íòåãðàë 

 ( ) ( )
1

1

n nT s s ds
−

ϕ = ϕ∫ . 
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ßêùî êîåô³ö³ºíòè nϕ  â³äøóêàí³, òî ç ôîðìóëè (3.21) ìîæíà îñòà-
òî÷íî â³äøóêàòè çîáðàæåííÿ øóêàíî¿ ôóíêö³¿ ( )xϕ . 

Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíîñò³ (3.21) íà ( )mT x  òà ïðî³í-
òåãðóºìî çà çì³ííîþ x  â³ä 1−  äî 1 . ßê ðåçóëüòàò, îòðèìàíî íåñê³í-
÷åííó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî êîåô³ö³ºíò³â 

, 0,1,2,...n nϕ =  

 
2

0

, 0,1,...,n
m nm n m

n n

d f m
T

∞

=

μ
ϕ + γπ ϕ = =∑   (3.22) 

äå ( ) ( )
1

1

m mf f x T x dx
−

= ∫ ,  ( ) ( )
1

1

nm n md T x T x dx
−

= ∫ . 

Äëÿ ï³äðàõóíêó îñòàííüîãî ³íòåãðàëà ïîòð³áíî çðîáèòè çàì³íó 
çì³ííî¿ cosx = θ  òà âèêîðèñòàòè ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.10). 

ßêùî ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü(3.22) âäàºòüñÿ ðîçâ’ÿçàòè, òî 
ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (3.19) çàâäÿêè (3.20) ìîæíà ïîäàòè 
ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( )2

0

 .n n n n
n

x f x T T x
∞

−

=

ϕ = − γπ μ ϕ∑  

Ïèòàííÿ ðîçâ’ÿçóâàíîñò³ íåñê³í÷åíèõ ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷-
íèõ ð³âíÿíü ðîçãëÿíóòî íèæ÷å ó ïàðàãðàô³ 5. 
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§ 4. ÏÎË²ÍÎÌ²ÀËÜÍ² ßÄÐÀ. ÒÅÎÐÅÌÀ ÏÐÎ Ï-ßÄÐÀ 

Â öüîìó ïàðàãðàô³ óçàãàëüíþþòüñÿ ðåçóëüòàòè § 3 òà ïðîïîíóºòüñÿ 
çàãàëüíà ñõåìà ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 1-ãî òà 2-ãî ðîäó ìå-
òîäîì îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â. 

Áàãàòî ïðîñòîðîâèõ êîíòàêòíèõ çàäà÷, çàäà÷ äëÿ îáëàñòåé ç ðîç-
ðèâàìè ìîæíà ïðèâåñòè äî ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 1-ãî 
ðîäó 

 ( ) ( ) ( ) [ ], , ;
b

a

K x y y dy f x x a bϕ = ∈∫ , 

ÿêå çàäàíî àáî íà ñê³í÷åíîìó, àáî íà ï³âíåñê³í÷åííîìó ïðîì³æêó. Äëÿ 
òîãî ùîá îïèñàòè ñóòü ìåòîäó îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â ùîäî ³íòå-
ãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ââåäåìî ñïåö³àëüíèé êëàñ ÿäåð, ô³êñîâàíèé íà-
ñòóïíèì ÷èíîì. 

4.1. ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÏÎË²ÍÎÌ²ÀËÜÍÎÃÎ ßÄÐÀ 
ÒÀ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÑÏ²ÂÂ²ÄÍÎØÅÍÍß 

Ôóíêö³þ ( ),x yΠ  íàçèâàþòü ïîë³íîì³àëüíèì ÿäðîì (ñêîðî÷åíî 
Ï-ÿäðîì) íà ïðîì³æêó [ ];a b , ÿêùî äëÿ íå¿ ñïðàâåäëèâèì º ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b

n n n

a

x y p y y dy g x x+ −
+ + +Π π = σ π∫ ,  (4.1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b

n n n

a

y x p y y dy g x x− +
− − −Π π = σ π∫ ,  (4.2) 

[ ] ( ){ };  , 0, 0,1,2,...,n nx a b n x±∈ σ ≠ = π  — öå ñèñòåìè ïîë³íî-
ì³â, ÿê³ º îðòîíîðìîâàí³ íà ïðîì³æêó [ ];a b  ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ 

( ) ( ) ( )w x p x g x± ±= ∓ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,x y x y x y y x+ −Π = Π Π = Π .  (4.3) 

Íàäàë³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.1), (4.2) áóäóòü íàçèâàòèñÿ ñïåêòðàëü-
íèìè, áî âîíè âèçíà÷àþòü äèñêðåòíèé ñïåêòð ³íòåãðàëüíîãî îïåðà-
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òîðà ç ÿäðîì ( ),x yΠ , ùî ïîìíîæåíå íà äåÿê³ âàãîâ³ ôóíêö³¿, ÿêùî 

( ) ( ), ,x y y xΠ =Π . 
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ( ),x yΠ  º ñèìåòðè÷íå ÿäðî ( ( ) ( ), ,x y y xΠ =Π ), 

òî ð³âíîñò³ (4.1) òà (4.2) çá³ãàþòüñÿ òà 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , n np x p x g x g x x x+ −
+ − + −= = π = π . 

Ïðèêëàäîì Ï-ÿäðà º ÿäðî ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ùî ðîçãëÿíóò³ ó 
§ 3. Â öüîìó âèïàäêó 

 ( ) [ ] [ ]
2

1 1
, ln , ; 1,1  , ,

1
x y a b p p

x y x
+ −Π = = − = =

− −
 

 ( ) ( ) ( ) 1
1, .n n n ng g x x T x T

−+ −
+ −= = π = π =  

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (3.2) º îêðåìèì âèïàäêîì ð³âíîñò³ (4.1). 
Âçàãàë³ òóò ( )n xπ∓  — öå ïîë³íîìè òî÷íîãî ñòóïåíÿ n , òîáòî êîåô³-

ö³ºíòè ïðè ñòàðøîìó ñòóïåí³ 0nk ± ≠  (áóäåìî äëÿ âèçíà÷åíîñò³ ââàæà-
òè, ùî Re 0nk ± > ). Ö³ ïîë³íîìè º îðòîíîðìîâàí³: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .
b

n m nm

a

x x w x dx w x p x g x± ±
± ± ±π π = δ =∫ ∓   (4.4) 

Âàãîâ³ ôóíêö³¿ ìîæóòü áóòè êîìïëåêñíîçíà÷í³. 
ßêùî âàãîâ³ ôóíêö³¿ º íåâ³ä’ºìí³ òà âèêîíàíî óìîâó 

 
( )
( ) ( ) ( )

( )
2 , ,

b b

a a

p x p y
x y dxdy

g x g y
− +

+ −

Π < +∞∫∫   (4.5) 

òî Π -ÿäðî íàçèâàþòü ã³ëüáåðòîâèì. 
Ââåäåìî ÿäðî 

 ( ) ( )
( )

1
2

,
p x

x y
g x
−

+

⎛ ⎞
Η = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (4.6) 

òà îðòîíîðìîâàí³ ñèñòåìè ôóíêö³é 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b

n n n m nm

a

x w x x x x± ± ±
±ϕ = π ϕ ϕ = δ∫ ∓ .  (4.7) 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.1), (4.2) äëÿ ã³ëüáåðòîâèõ ÿäåð ìîæíà çàïèñàòè 
òîä³ ó ôîðì³ 
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 ( ) ( ) ( ),
b

n n n

a

x y y dy x±Η ϕ = σ ϕ∫ ∓ , 

 ( ) ( ) ( ),
b

n n n

a

y x y dy x±Η ϕ = σ ϕ∫ ∓ .  (4.8) 

ßêùî òåïåð âçÿòè äî óâàãè, ùî óìîâà (4.5) åêâ³âàëåíòíà äî óìîâè 

íàëåæíîñò³ ÿäðà ( ),x yΗ  ïðîñòîðó [ ] [ ]( )2 ; ,L a b x a b , òî ç (4.8), â³äïî-
â³äíî äî òåîðåìè Ã³ëüáåðòà — Øì³äòà, áóäå âèïëèâàòè á³ë³í³éíå ðîç-
âèíåííÿ ÿäðà ( ),x yΗ  çà îðòîíîðìîâàíèìè ôóíêö³ÿìè ( )n x±ϕ , ÿêå 
çá³ãàºòüñÿ ó ñåðåäíüîìó. Îòæå, äëÿ ã³ëüáåðòîâèõ ÿäåð çàâæäè º ñïðà-
âåäëèâèì òàêå á³ë³í³éíå ðîçâèíåííÿ: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

,  .n n n
n

x y g x g y x y
∞

− +
+ −

=

Π = σ π π∑   (4.9) 

4.2. ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ²ÍÒÅÃÐÀËÜÍÈÕ Ð²ÂÍßÍÜ 
Ç ÏÎË²ÍÎÌ²ÀËÜÍÈÌÈ ßÄÐÀÌÈ 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñõåìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ç ïî-
ë³íîì³àëüíèìè ÿäðàìè. 

10 Íåõàé ïîòð³áíî ïîáóäóâàòè ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 
ïåðøîãî ðîäó 

 ( ) ( ) ( ), , .
b

a

x y y dy f x a x bΠ ϕ = ≤ ≤∫   (4.10) 

äå [ ]( )2( ) ,f x L a b∈  ç âàãîþ ( )p x− , [ ]( )2( ) ,x L a bϕ ∈  ç âàãîþ ( )p x+ . 

Ï³äñòàâèìî äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (4.10) á³ë³í³éíå ðîçâèíåííÿ 
Ï-ÿäðà (4.9). Ðÿä (4.9) çá³ãàºòüñÿ ó ñåðåäíüîìó (ç öüîãî âèïëèâàº, ùî 
éîãî ìîæíà ïî÷ëåííî ³íòåãðóâàòè), îòæå ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ä³ñòàíåìî 
íàñòóïíå çîáðàæåííÿ: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

 .
b

n n n
n a

g x x g y y y dy f x
∞

− +
+ −

=

σ π π ϕ =∑ ∫   (4.11) 

Ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ áóäåìî øóêàòè ÷åðåç ïî-
äàííÿ: 

 ( ) ( ) ( )
0

 .n n
n

y p y y
∞

+
+

=

ϕ = ϕ π∑   (4.12) 
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Âðàõîâóþ÷è, ùî ïîë³íîìè ( )n y+π  º îðòîíîðìîâàíèìè ïîë³íî-
ìàìè íà ïðîì³æêó [ ];a b  ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ ( ) ( ) ( )w y p y g y+ + −= , 
ç ð³âíîñò³ (4.10) îòðèìàºìî 

 ( ) ( ) ( )
0

m m m
m

g x x f x
∞

−
+

=

σ π ϕ =∑ .  (4.13) 

Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè îñòàííüîãî âèðàçó íà ( ) ( )kp x x−
− π  òà 

ïðî³íòåãðóºìî çà çì³ííîþ x  â³ä a  äî b . Ïðèïóñêàþ÷è, ùî ðÿä äî-
çâîëÿº ïî÷ëåííå ³íòåãðóâàííÿ òà âðàõîâóþ÷è îðòîíîðìîâàí³ñòü ïî-
ë³íîì³â ( )k x−π , ä³ñòàíåìî 

 ( ) ( ) ( );
b

k k k k k

a

f f p x x f x dx−
−σ ϕ = = π∫ , 

çâ³äêè â³äøóêàºìî êîåô³ö³ºíòè ðîçâèíåííÿ — kϕ . 

Îòæå,  ( ) ( ) ( )
0

 .n
n

n n

f
y p y y

∞
+

+
=

ϕ = π
σ∑   (4.14) 

Îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê (4.14) áóäå ³ ó ñòðîãîìó ñåíñ³ ðîçâ’ÿçêîì ð³â-
íÿííÿ (4.10) (çá³æí³ñòü ðîçóì³ºìî ÿê ñåðåäíº çâàæåíå), ÿêùî ( ),x yΠ  º 

ã³ëüáåðòîâå ÿäðî òà, êð³ì òîãî, çá³ãàºòüñÿ ðÿä ç ÷èñåë 
21 , 0,1,2,...n nf n−σ =  . 

ßêùî ð³âíÿííÿ çàäàíå íà ñê³í÷åíîìó ³íòåðâàë³, òî, â ñèëó ïîâíîòè ó 
ïðîñòîð³ 2L  ñèñòåìè ïîë³íîì³â, ïîáóäîâàíèé ðîçâ’ÿçîê áóäå ó 2L  ³ 
åäèíèì. Ó âèïàäêó ï³âíåñê³í÷åííîãî ³íòåðâàëó öå áóäå ìàòè ì³ñöå ó 
âèïàäêó òàêèõ âàãîâèõ ôóíêö³é, ùî çàáåçïå÷óþòü ïîâíîòó â³äïîâ³ä-
íèõ π-ïîë³íîì³â. 

20 Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 2-ãî ðîäó 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b

a

x x y p y y dy f xϕ −λ Π ϕ =∫ ,  (4.15) 

 [ ]( )2( ), ( ) ,f x x L a bϕ ∈  ç âàãîþ ( ) ( )p x g x+ −  

ç ã³ëüáåðòîâèì Π-ÿäðîì ìàºìî âèêîðèñòàòè á³ë³í³éíå ðîçâèíåííÿ 
(4.9). Çà ðåçóëüòàòîì ïî÷ëåííîãî ³íòåãðóâàííÿ ðîçâ’ÿçîê îòðèìàºìî 
ÿê íàñòóïíå çîáðàæåííÿ: 

 ( ) ( ) ( )
0

( ),m m m
m

x g x x f x
∞

−
+

=

ϕ − λ σ ϕ π =∑   (4.16) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) .
b

m m

a

g y y p y y dy+
−ϕ = π ϕ∫   (4.17) 
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Ïîìíîæèìî ð³âí³ñòü (4.16) íà ( ) ( ) ( )ng x x p x+
− π  òà ïðî³íòåãðóºìî 

çà çì³ííîþ x  íà ( );a b . ßê ðåçóëüòàò, ä³ñòàíåìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó 
ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( )
0

0,1,2,... ;n m nm m n
m

a f n
∞

=

ϕ − λ σ ϕ = =∑   (4.18) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;
b

nm n m

a

a g x g x p x x x dx+ −
+ −= π π∫   (4.19) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) .
b

n n

a

f g x x p x f x dx+
−= π∫   (4.20) 

Ïîáóäîâàíèé ôîðìàëüíèì øëÿõîì ðîçâ’ÿçîê ìîæíà îá´ðóíòóâà-
òè, ÿêùî çàñòîñóâàòè ìåòîäè ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó, ùî áóäå íàâå-
äåíî íèæ÷å. 

30 Íàâåäåìî òåïåð ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 1-ãî ðîäó 
á³ëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó, í³æ ð³âíÿííÿ (4.10): 

 ( ) ( ) ( ), , ,
b

a

x y y dy f x a x bΚ ϕ = ≤ ≤∫   (4.21) 

äå [ ]( )2( ) ,f x L a b∈  ç âàãîþ ( )p x+ . 

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ áóäåìî øóêàòè ó êëàñ³ ôóíêö³é, ùî íàëåæàòü 

ïðîñòîðó ôóíêö³é [ ]( )2 ,L a b  ç âàãîþ ( )p x− . 
Çîáðàçèìî ÿäðî öüîãî ð³âíÿííÿ ( ),x yΚ  íàñòóïíèì ÷èíîì: 

 ( ) ( ) ( ), , , .x y x y D x yΚ = Π +   (4.22) 

Çàóâàæèìî, ùî íàé÷àñò³øå ôóíêö³ÿ ( ),x yΠ  íåñå íà ñåáå ñèíãó-
ëÿðí³ñòü ÿäðà ( ),x yΚ , à ( ),D x y  — ó íàéã³ðøîìó âèïàäêó º ôóíêö³ºþ 
íåïåðåðâíîþ (ÿê ïðàâèëî, öå — áóäü-ÿêå ÷èñëî ðàç äèôåðåíö³éîâàíà 
ôóíêö³ÿ). 

Ï³äñòàâèìî ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.22) äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (4.21): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
b b

a a

x y y dy D x y y dy f xΠ ϕ + ϕ =∫ ∫ . 

Ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê òàêîãî ð³âíÿííÿ áóäåìî øóêàòè ÷åðåç ïî-

äàííÿ (4.12) ( ) ( ) ( )
0

m m
m

y p y x
∞

+
+

=

ϕ = ϕ π∑ . Âðàõîâóþ÷è ñïåêòðàëüíå ñï³â-

â³äíîøåííÿ (4.1), îòðèìàºìî ð³âí³ñòü 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, .
b

m m m m m
m m a

g x x D x y p y y dy f x
∞ ∞

− +
+ +

= =

σ π ϕ + ϕ π =∑ ∑ ∫  

Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ö³º¿ ð³âíîñò³ íà ( ) ( )np x x−
− π  òà ïðî-

³íòåãðóºìî çà çì³ííîþ x  â³ä a  äî b . Âðàõîâóþ÷è, ùî ( ){ }n x−π  º îð-
òîíîðìîâàí³ ïîë³íîìè ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ ( ) ( ) ( )w x p x g x− − += , ÿê 
ðåçóëüòàò îòðèìàºìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³â-
íÿíü 

 
0

, 0,1,2,...;n n m nm n
m

d f n
∞

=

σ ϕ + ϕ = =∑  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ;
b b

nm n m

a a

d p x x dx D x y p y y dy− +
− += π π∫ ∫  

 ( ) ( ) ( ) .
b

n n

a

f p x x f x dx−
−= π∫  

Ìîæíà ëåãêî âïåâíèòèñÿ, ùî êîåô³ö³ºíòè nmd  âèçíà÷àþòü çîáðà-
æåííÿ ôóíêö³¿ ( ),D x y  ó âèãëÿä³ ïîäâ³éíîãî ðÿäó çà n

±π -ïîë³íîìàìè. 
ßêùî çáåð³ãàòè â öüîìó ðÿä³ ñê³í÷åíå ÷èñëî ÷ëåí³â, òî ïðèéäåìî äî 
íàñòóïíî¿ àïðîêñèìàö³¿: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, .
N N

nm n m
m n

D x y g x g y d x y− +
+ −

= =

≈ π π∑∑   (4.23) 

Äëÿ â³äøóêàííÿ êîåô³ö³ºíò³â ( )0,1,...,m m Nϕ = , ÿêùî çàäîâ³ëüíè-
òèñÿ íàáëèæåíîþ â³äïîâ³ääþ, áóäåìî ìàòè ñê³í÷åíó ñèñòåìó ð³âíÿíü 

 ( )
0

0,1,2,..., .
N

n n nm m n
m

d f n N
=

σ ϕ + ϕ = =∑   (4.24) 

Äëÿ ðåøòè ( )1, 2,...m m N Nϕ = + +  ìàº ì³ñöå ôîðìóëà 1
m m mf −ϕ = σ . 

Ïðè öüîìó ÿêùî ôóíêö³ÿ 
( )
( )

f x

g x+

 — ïîë³íîì ñòóïåíÿ Ì, ùî äî-

ñèòü ÷àñòî çóñòð³÷àºòüñÿ, íàïðèêëàä, ó êîíòàêòíèõ çàäà÷àõ, òî ðÿä 
(4.12) îáðèâàºòüñÿ íà ÷ëåí³, ïîðÿäêîâèé íîìåð ÿêîãî äîð³âíþº 

( )max ,M N . 
Àïðîêñèìàö³ÿ (4.23) áóâàº çðó÷íîþ íå çàâæäè. Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ 

ìîæå áóòè êîðèñíèì àïðîêñèìóâàòè ôóíêö³þ ( ) ( ) ( ), /D x y g x g y+ −  
³íòåðïîëÿö³éíèì ïîë³íîìîì. Êð³ì òîãî, ó áàãàòüîõ êîíòàêòíèõ çàäà-
÷àõ ïðèðîäíüî âèêîðèñòàòè àïðîêñèìàö³þ òàêîãî ñîðòó: 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, , , , .
N k

k j j
k k k kj

k j

D x y g x g y x y x y a x y−
+ −

= =

≈ Α Ρ Ρ =∑ ∑  

Ó òàêîìó âèïàäêó (4.24) íàáóâàº âèãëÿäó 

 ( )
0

0,1,2,..., .
N n

n n nm m n
m

b f n N
−

=

σ ϕ + ϕ = =∑   (4.25) 

Öÿ àïðîêñèìàö³ÿ ìàº òó ïåðåâàãó ïåðåä äâîìà ïîïåðåäí³ìè, ùî 
ìàòðèöÿ êîåô³ö³ºíò³â ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü º ìàéæå òðèêóò-
íîþ. 

Ç âñüîãî âèùåñêàçàíîãî âèïëèâàº, ùî íàéâàæëèâ³øèì ïèòàííÿì 
º ïèòàííÿ ïîáóäîâè Π -ÿäðà. Íàñòóïí³ ïàðàãðàôè ö³º¿ ãëàâè òîðêà-
þòüñÿ öüîãî ïèòàííÿ. 

4.3. ÒÅÎÐÅÌÀ ÏÐÎ Ï-ßÄÐÀ 

Äëÿ òîãî ùîá ôóíêö³ÿ ( ),x yΠ  áóëà Ï-ÿäðîì íà ïðîì³æêó [ ];a b , íå-
îáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ íàñòóïí³ óìîâè: 

à) ³ñíóþòü òàê³ ôóíêö³¿ ( ) ( ),p x g x± ± , ùî 

 ( ) ( ) ( )
0

,
b m

m j
jm

ja

x y p y y dy g x b x+
+ +

=

Π = ∑∫ ,  (4.26) 

 ( ) ( ) ( )
0

,
b m

m j
jm

ja

y x p y y dy g x b x−
− −

=

Π = ∑∫ ,  (4.27) 

 0, 0,1,2,...;mmb m± ≠ =  

á) ³ñíóþòü òà ð³âí³ ì³æ ñîáîþ ïîâòîðí³ ³íòåãðàëè: 

( ) ( ) ( ),
b b

n m

a a

x p x dx x y p y y dy− +Π =∫ ∫ ( ) ( ) ( ), ;
b b

m n

a a

p y y dy x y p x x dx+ −Π∫ ∫  (4.28) 

â) ³ñíóþòü ìîìåíòè  

 ( ) , 0,1,...
b

n
n

a

C w x x dx n±
±= =∫  ( ) ( ) ( )( );w x p x g x± ±= ∓   (4.29) 

ã) äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü 0,1,...n =  âèçíà÷íèêè Ãðàìà ìàþòü áóòè â³ä-
ì³íí³ â³ä íóëÿ — 
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0 1

1 2 1

1 2

...

...

...

n

n
n

n n n

C C C

C C C
G

C C C

± ± ±

± ± ±
± +

± ± ±
+

=  ( )0 0,1,2,...n≠ = .  (4.30) 

Äîâåäåííÿ. 
Íåîáõ³äí³ñòü. 
Õàé ( ),x yΠ  — Ï-ÿäðî, òîáòî ³ñíóþòü òàê³ ôóíêö³¿ ( )p x± , ( )g x±  òà 

äâ³ ñèñòåìè ïîë³íîì³â îðòîãîíàëüíèõ íà ( ; )a b  

 ( ) ( ) ( )
b

n m nm

a

w x x x dx± ±
± π π = δ∫ , ( ) ( ) ( )w x p x g x± ±= ∓  

òàê³, ùî âèêîíàíî ñïåêòðàëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.1), (4.2) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b

n n n

a

x y p y y dy g x x+ −
+ + +Π π = σ π∫ ,   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b

n n n

a

y x p y y dy g x x− +
− − −Π π = σ π∫ , ( ; ).x a b∈    

Ïîêàæåìî, ùî òîä³ âèêîíàíî óìîâè à) — ã). 
Îñê³ëüêè ( )n x±π  º ïîë³íîìàìè ñòóïåíÿ n , òî [14] 

 ( )
0

, 0.
n

n
nj j nn

j

x x± ± ±

=

= λ π λ ≠∑    (4.31) 

Îòæå, ç (4.1), (4.2) ìîæíà çàïèñàòè: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

,
b n

n
nj j j

ja

x y p y y dy g x x±
± ± ±

=

Π = λ σ π∑∫ ∓ ,  (4.32) 

çâ³äêè âèïëèâàº íåîáõ³äí³ñòü óìîâè à), ïðè÷îìó 

 ( )0 0,1,2,... .nn nn n nb k n± ±= λ σ ≠ =∓   (4.33) 

Ùîáè âïåâíèòèñÿ â íåîáõ³äíîñò³ óìîâè á) äëÿ ï³äðàõóíêó ïîâòîð-
íèõ ³íòåãðàë³â ó (4.28) ïîòð³áíî çàñòîñóâàòè ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.32), 
(4.31). Íåîáõ³äí³ñòü ðåøòè óìîâ âèïëèâàº ³ç íàñòóïíî¿ ëåìè. 

Ëåìà. ßêùî äëÿ äåÿêîãî ë³í³éíîãî ôóíêö³îíàëó { }F u  òà äåÿêî¿ ñèñ-
òåìè ïîë³íîì³â ( ) ( ), 0 0,1,2,...n nx k nπ ≠ =  ìàº ì³ñöå ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( ) ( ){ }j k jkF x xπ π = δ ,  (4.34) 
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òî ³ñíóþòü ÷èñëà (ìîìåíòè) { }0n
nF x x C= , äëÿ ÿêèõ 

 ( )
0

det 0 0,1,2,... .
n

n j kG C n+= ≠ =   (4.35) 

Ä³éñíî, â ñèëó (4.34), (4.31) òà ë³í³éíîñò³ ôóíêö³îíàëà ìàºìî 

 { } ( ) ( ) ( )0 00 0

00 0 0

n n
n n

nj j n
j

x x x
F x x F F x C

k k k=

⎧ ⎫ ⎧ ⎫π π λ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = λ π = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

∑ . 

Ç ³íøîãî áîêó, 

 { } ( ) ( )
( )min ,

0 0 0

.
k jj k

j k
j k jr r ks s jr kr

r s r

C F x x F x x+
= = =

⎧ ⎫
= = λ π λ π = λ λ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑ ∑   (4.36) 

ßêùî ââåñòè äî ðîçãëÿäó òðèêóòíó ìàòðèöþ 

 

00

10 11

0

0 1 2

0 0 ... 0

0 ... 0
, det 0

... ... ... ... ...

...

n

n n jjj

n n n nn

=

λ
λ λ

Λ = Λ = Π λ ≠

λ λ λ λ

 

òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¿ ' ', det detn n nΛ Λ = Λ , òî îòðèìàíà ð³âí³ñòü (4.36) 

âèçíà÷àº, ùî '

0

n

j k n nC + = Λ Λ  òà 

 '

0
det det , det 0

n

j k n nC + = Λ Λ ≠ . 

Äîâåäåííÿ íåîáõ³äíîñò³ óìîâ à) — ã) çàê³í÷åíî. 

Äîñòàòí³ñòü. 
Íåõàé âèêîíàíî óìîâè òåîðåìè à) — ã). Ïîêàæåìî òîä³, ùî 

( ),x yΠ  — Ï-ÿäðî, òîáòî ³ñíóþòü òàê³ ôóíêö³¿ ( )p x± , ( )g x±  òà äâ³ ñèñ-
òåìè ïîë³íîì³â îðòîãîíàëüíèõ íà ( ; )a b  

 ( ) ( ) ( )
b

n m nm

a

w x x x dx± ±
± π π = δ∫ , ( ) ( ) ( )w x p x g x± ±= ∓  

òàê³, ùî âèêîíàíî ñïåêòðàëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.1), (4.2) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b

n n n

a

x y p y y dy g x x+ −
+ + +Π π = σ π∫ ,   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b

n n n

a

y x p y y dy g x x− +
− − −Π π = σ π∫ . 
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Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.26) íà 

( ) ( )0,1,2,...np x x n− =  òà ïðî³íòåãðóºìî çà çì³ííîþ x ó ³íòåðâàë³ ( );a b , 
ï³ñëÿ ÷îãî ó ë³â³é ÷àñòèí³ ïåðåñòàâèìî ³íòåãðàëè çàâäÿêè (4.26), (4.27). 
ßê ðåçóëüòàò âèêîðèñòàííÿ (4.27) òà ïîçíà÷åííÿ (4.29) îòðèìàºìî 

 
0 0

.
n m

jn m j jm n j
j j

b C b C− + + −
+ +

= =

=∑ ∑   (4.37) 

Âèêîðèñòàºìî äàë³ óìîâó ã), äëÿ ÷îãî ïîáóäóºìî äâ³ ñèñòåìè ïî-
ë³íîì³â — 

 ( )

0 1

1
1 2 1 2

1

1
1 2 1

...

...
1

, .... ... ... ...

...

...1

n

n

n
n n

nn n
n n n

n

C C C

C C C
G

x k
GG G

C C C

x x

± ± ±

± ± ±
+ ±

± ± −
±± ±

± ± ±−
− −

⎛ ⎞
π = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (4.38) 

Ö³ äâ³ ñèñòåìè çàäîâîëüíÿþòü óìîâ³ ã). 
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ àëãåáðà¿÷íîãî äîïîâíåííÿ íèæíüî¿ ñòð³÷êè 

âèçíà÷íèêà ç (4.38) — ( )0,1,2,...,jn j n±Α = . Ìîæíà çàïèñàòè 

 ( )
01

1
.

n
j

n jn
jn n

x x
G G

± ±

± ±
=−

π = Α∑   (4.39) 

Êîðèñòóþ÷èñÿ îñòàííüîþ ôîðìóëîþ, à òàêîæ ñï³ââ³äíîøåííÿì 
(4.26), ï³äðàõóºìî ³íòåãðàë 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b

n n

a

x y p y y dy g x P x+ −
+ +Π π =∫ , 

 ( )
0 01

jn
jn r

n rj
j rn n

P x b x
G G

+
− +

+ +
= =−

Α
=∑ ∑ .  (4.40) 

Çàëèøàºòüñÿ òåïåð ïîêàçàòè, ùî ïîë³íîì ( )nP x−  (4.40) â³äð³çíÿºòü-
ñÿ â³ä ïîë³íîìó ( )n x−π , ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (4.39), ò³ëüêè 
íà êîíñòàíòó 0n

−σ ≠ , òîáòî 

 ( ) ( ).n n nP x x− − −= σ π  

Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî 

 ( ) ( ) 0
b

m
nm n

a

Y P x x w x dx−
−= =∫ , ( 0,1,..., 1).m n= −  
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Ï³äñòàâèìî â ë³âó ÷àñòèíó îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ çîáðàæåííÿ (4.40), 
âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.37), îòðèìàºìî ðåçóëüòàò: 

 

0 0 0 01 1

0 01

0, .

jn n m
jn jn

nm rj m r rm r j
j r j rn n n n

m n
rm

jn j r
r jn n

A A
Y b C b C

G G G G

b
A C m n

G G

+ +
+ − + +

+ ++ + + +
= = = =− −

−
+ +

++ +
= =−

= = =

= = <

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑  

jn
+Α  — öå àëãåáðà¿÷í³ äîïîâíåííÿ íèæíüî¿ ñòð³÷êè âèçíà÷íèêà ó 

(4.38). Îñòàííº º â³ðíèì â ñèëó òîãî, ùî 

 
0

0
n

jn r j
j

A C+ +
+

=

=∑ , ,r m n< <  

îñê³ëüêè ñóììà äîáóòê³â r-¿ ñòð³÷êè âèçíà÷íèêà ( )r n< íà àëãåáðà¿÷í³ 
äîïîâíåííÿ ³íøî¿ n-¿ ñòðîêè äîð³âíþº íóëþ. 

Íàðåøò³, ïîð³âíþþ÷è êîåô³ö³ºíòè ïðè nx  ó ïîë³íîìàõ 

( ) ( ),n nP x x− −π , â³äøóêàºìî 
1

0n nn n nb k k
−− + + −⎡ ⎤σ = ≠⎣ ⎦ , îñê³ëüêè , 0nn nb k+ + ≠ . 

Îòæå, äîâåäåíî, ùî 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .
b

n n n

a

x y p y y dy g x x+ − −
+ +Π π = σ π∫   (4.41) 

Àíàëîã³÷íèì ÷èíîì ìîæíà äîâåñòè ð³âí³ñòü 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b

n n n

a

x y p x x dx g y y− + +
− −Π π = σ π∫ ,  (4.42) 

äå 
1

0n nn n nb k k
−+ − − +⎡ ⎤σ = ≠⎣ ⎦ . 

Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî 

 .n n n
− +σ = σ = σ   (4.43) 

Öÿ ð³âí³ñòü âèïëèâàº ç óìîâè á). Ùîáè â öüîìó âïåâíèòèñÿ, îáèäâ³ 
÷àñòèíè ð³âíîñò³ (4.41) ïîìíîæèìî íà ( ) ( )n x p x−

−π  òà ïðî³íòåãðóºìî 
çà x  â³ä a  äî b . Çì³íèìî ïîðÿäîê ³íòåãðóâàííÿ ó ë³â³é ÷àñòèí³ íà ï³ä-
ñòàâ³ (4.28), òà ïîð³âíþþ÷è ç ð³çí³ñòþ, ÿêó îòðèìàíî ç (4.42) øëÿõîì 
³íòåãðóâàííÿ ¿¿ çà çì³ííîþ x  ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ ( ) ( )n y p y+

+π  ó ³íòåð-
âàë³ ( ),a b , ä³ñòàíåìî ðåçóëüòàò. 

Òåîðåìó ïîâí³ñòþ äîâåäåíî. 
Çðîáèìî äåê³ëüêà çàóâàæåíü. Òåîðåìà º ñïðàâåäëèâîþ, êîëè çà-

ì³ñòü ( ),a b  âçÿòè äîâ³ëüíó ë³í³þ (àáî äåê³ëüêà ë³í³é) ó êîìïëåêñí³é 
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ïëîùèí³. Ïðè íåâ³ä’ºìíîñò³ âàãîâèõ ôóíêö³é óìîâà òåîðåìè ã) âèêî-
íóºòüñÿ àâòîìàòè÷íî [14]. Ó âèïàäêó ã³ëüáåðòîâîñò³ ÿäåð óìîâè (4.26), 
(4.27) òà (4.3) åêâ³âàëåíòí³. Â öüîìó ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ÿêùî ââåñ-
òè ÿäðî (4.6) òà çâ’ÿçàí³ ç íèì ³òåðîâàí³ ÿäðà Øì³äòà, âèêîðèñòàòè 
ïîëîæåííÿ òåîðåìè Ã³ëüáåðòà — Øì³äòà òà ïîëîæåííÿ ðîáîòè [12]. 

4.4. ÏÎÁÓÄÎÂÀ Ï-ßÄÐÀ ÍÀ ÑÊ²Í×ÅÍÎÌÓ ÏÐÎÌ²ÆÊÓ 

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ÿäðî 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )min ,

, ,
x y

a

K x y K x s K y s s ds a x y b+ −= − − ρ ≤ ≤∫   (4.44) 

Ïîñòàâèìî çàïèòàííÿ: ÿêèìè ìàþòü áóòè ôóíêö³¿ , ,K K+ − ρ , ùîáè 
öå ÿäðî áóëî Π-ÿäðîì íà ³íòåðâàë³ ( ),a b . Ùîáè çíàéòè â³äïîâ³äü, ïî-
÷íåìî ïåðåòâîðåííÿ ³íòåãðàë³â 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
b b

a a

Y K x y y dy Y K y x y dy+ + − −= ϕ = ϕ∫ ∫ ,  (4.45) 

äå ( )y±ϕ  — ïîêè º äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿. 
Ïðîâåäåìî ðîçáèòòÿ ³íòåðâàëó ³íòåãðóâàííÿ ó ôîðìóëàõ (4.45) íà 

äâà — ( ),a x  òà ( ),x b  òà ï³äñòàâèìî äî íèõ çîáðàæåííÿ (4.44). Ï³ñëÿ 
ïåðåñòàíîâêè ³íòåãðàë³â, ùî áóäå îá´ðóíòîâàíà ó íàñòóïíîìó, ìàòè-
ìåìî 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x x

a s

x b

a x

Y K x s s ds K y s y dy

K x s s ds K y s y dy

± ± ±

± ±

= − ρ − φ +

+ − ρ − φ =

∫ ∫

∫ ∫

∓

∓  

 ( ) ( ) ( ) ( )
x b

a s

K x s s ds K y s y dy± ±= − ρ − φ∫ ∫ ∓ . 

Ï³ñëÿ çàì³íè çì³ííèõ 

 , , ( ),x a s a y a t b aξ = − = ξτ + = ξτ + + − − ξτ  

 ds d= ξ τ , ( )dy b a dt= − − ξτ , 
0

1

s a

s a x

= τ =
= ξ + − τ =
∼

∼
, 

0

1 ,

t y s a

t y b

= = = ξτ +
= =
∼
∼
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îòðèìàºìî 

 ( ) ( )( )( ) ( )( )
1 1

0 0

1a K b a d K t b a±ξρ ξτ + ξ − τ − − ξτ τ − − ξτ ×∫ ∫ ∓  

 ( )( ) ( ), .a t b a dt Y x a± ±×ϕ ξτ + + − − ξτ = ξ = −   (4.46) 

Â³çüìåìî 

 ( ) ( ) ( )0,1,2,... .ny y p y n± ±ϕ = =   (4.47) 

Ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.46) âèïëèâàº, ùî ïîäàííÿ (4.1), (4.2) áóäå 
ìàòè ì³ñöå, ÿêùî 

 ( ) ( )( )( ) ( )( )1a K b a K t b a± ±ξρ ξτ + ξ − τ − − ξτ − − ξτ ×  

 ( )( ) ( ) ( ) ( ), .p a t b a g x F t x a± ± ±× ξτ + + − − ξτ = τ ξ = −    (4.48) 

Îñòàííº âèêîíóâàòèìåòüñÿ, êîëè 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,

, .

s s a b s K u u

K u u p y b y ±

ρ σ −α
+

−β−β
− ±

ρ = − − =

= = −    (4.49) 

Òóò 

 1 , 1 ,+ −β = + σ −β β = + σ −α   (4.50) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
, ,g x x a g x x a

+ρ−α +ρ−β
+ −= − = −   (4.51) 

( ) ( ) ( ) 1
, 1 1F t t t

−α β−σ−ρ −β
+ τ = τ − τ − , ( ) ( ) ( ) 1

, 1 1 .F t t t
−β α−σ−ρ −α

− τ = τ − τ − (4.52) 

Ó ðåçóëüòàò³ ï³äðàõóíêó ³íòåãðàë³â ó (4.46), âçÿâøè äî óâàãè (4.47)–
(4.52), çíàéäåìî 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1 1

.
2 1nn

n n
b

n n
+ Γ −α Γ −β Γ β−σ+ Γ +ρ+
=

Γ +ρ−α + Γ −σ+
  (4.53) 

Ôîðìóëà äëÿ nnb−  âèïëèâàº ç (4.52) øëÿõîì ïåðåñòàíîâêè ïàðàìå-
òð³â α  òà β . Òàêèì ÷èíîì, íà îñíîâ³ âèùåâèêëàäåíîãî îòðèìàºìî 
ôóíêö³þ

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )* , Re 1 ,1 ,1 ,1 0 ,
c

a

s a b s
x y ds

x s y s

ρ σ

α β

− −
Π = +ρ + σ −α −β >

− −∫   (4.54) 

( )min , .c x y=  
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Ìîæå ñòàòèñÿ, ùî ôóíêö³ÿ (4.54) º Π-ÿäðîì. Ùîá ïåðåêîíàòè-
ñÿ â öüîìó, ïîòð³áíî ïåðåâ³ðèòè âèêîíàííÿ âñ³õ óìîâ òåîðåìè ïðî 
Π-ÿäðà. 

Óìîâó ( )0 0,1,2,...nnb n± ≠ =  òà óìîâó â) ö³º¿ òåîðåìè áóäå âèêîíàíî, 
ÿêùî, îêð³ì îáìåæåíü, ÿê³ íàêëàäåí³ íà ïàðàìåòðè ó (4.54), äîäàòêî-
âî âèìàãàòè ( )Re , 0β−σ α −σ >  ( )1,2,3σ ≠ . 

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíî íàñòóïí³ îáìåæåííÿ: 

 ( ) ( )Re 1 ,1 ,1 ,1 , , 0 1,2,3,... .+ρ + σ −α −β β−σ α −σ > σ ≠   (4.55) 

Ö³ îáìåæåííÿ, ùî ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, çàáåçïå÷óþòü ð³âí³ñòü (4.2) 
òà ðàçîì ç öèì ðîáëÿòü â³ðíèìè ïåðåñòàíîâêè ³íòåãðàë³â, ÿê³ âèêîíà-
íî ï³ä ÷àñ âèâåäåííÿ (4.46), (4.48). Çàëèøàºòüñÿ ïîêàçàòè âèêîíàí-
íÿ óìîâè á) òåîðåìè ïðî Π-ÿäðà. Çàì³ñòü öüîãî äîâåäåìî ³ñíóâàííÿ 
Π-ïîë³íîì³â äëÿ ÿäðà (4.54). Ç ö³ºþ ìåòîþ íà îñíîâ³ (4.49) — (4.51) 
äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè ïîë³íîìè, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïí³ óìîâè 
îðòîíîðìîâàíîñò³: 

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )1 1 1 1
.

b b
n m n m

mn

a a

x x dx x x dx

b x x a b x x a

+ − − +

+σ−β β−ρ− +σ−α α−ρ−

π π π π
= = δ

− − − −∫ ∫   (4.56) 

Âçÿâøè äî óâàãè âëàñòèâîñò³ ïîë³íîì³â ßêîá³ ( ),
nP zλ μ , ìîæíà ïå-

ðåêîíàòèñÿ, ùî ïåðø³é óìîâ³ îðòîíîðìîâàíîñò³ (4.56) áóäóòü çàäî-
âîëüíÿòè ïîë³íîìè 

 ( ) 1,1 2
,n n n

x a b
x p

b a
+ + β−σ− +ρ−β − −⎛ ⎞π = δ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1

! 1 1 2
.

2
n

n n n

b a n n

+
+ρ−σ

Γ + ρ−σ + Γ +ρ−σ+
δ =

− Γ +ρ−β+ Γ β−σ+
  (4.57) 

Ôîðìóëó äëÿ ïîë³íîì³â ( )n x−π  ìîæíà çäîáóòè ç (4.57) øëÿõîì 
ïåðåñòàíîâêè ïàðàìåòð³â α  òà β . Îòæå, ôóíêö³ÿ (4.54) ä³éñíî º 
Π-ÿäðî çà óìîâè (4.55). Äëÿ ï³äðàõóíêó σ  — ÷èñåë öüîãî ÿäðà ìîæ-
íà çàñòîñóâàòè ôîðìóëó (4.43) ç óðàõóâàííÿì (4.53), (4.57). Ï³ñëÿ 
ï³äñòàíîâêè ó ïåðøå ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.1) åëåìåí-
ò³â äëÿ Π-ÿäðà (4.54), ÿê³ âèçíà÷åí³ çà ôîðìóëàìè (4.49) — (4.51), 
îòðèìàºìî 

 
( )

( )

*
1,1

1

, 2b

n

a

x y y a b
P dy

b ab y

β−σ− +ρ−β
+σ−β

Π − −⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠−∫  
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

1,1
1

1 1 1 2
.

1 2
n

n n x a b
P

b an n x a

α−σ− +ρ−α
α−ρ−

Γ −α Γ −β Γ β−σ+ Γ +ρ+ − −⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠Γ −σ + Γ +ρ−α + −
  (4.58) 

Äðóãå ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ îòðèìàºìî ç (4.58) ïåðåñòà-
íîâêîþ ïàðàìåòð³â α  òà β  òà çàì³íîþ ( )* ,x yΠ  íà ( )* ,y xΠ . 

Çàóâàæèìî, ùî Π-ÿäðî (4.54) ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ïåðøó ôóíê-
ö³þ Àïïåëÿ ( )1 , , ', ; ,F x yα β β γ  [1] 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )1

0 0

, , , , , .
! !

m nm n m n

n m m n

F x y x y
m n

∞ ∞
+

= = +

′α β β
′α β β γ =

γ∑∑  

Ä³éñíî, ðîçãëÿíåìî îêðåìî ó (4.54) âèïàäêè ,x y y x< <  òà âðàõóº-
ìî ³íòåãðàëüíå ïîäàííÿ ôóíêö³¿ Àïïåëÿ [1] — ôîðìóëó Ï³êàðà — 

 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

111

1

0

1
, , , , ,

1 1

u u
F x y du

ux ux

γ−α−α−

′β β

Γ γ −
′α β β γ =

Γ α Γ γ −α − −∫ ,

  Re 0α > , ( )Re 0.γ −α >  

Ï³ñëÿ öüîãî çàïèøåìî ÿäðî ó çîáðàæåíí³ 

 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

1

1

1 1
* ,

2

1 , , ,2 ; , .

x a
x y

y b a

x a x a
F

b a y a

−α+ρ

β −σ

Γ + ρ Γ −α −
Π = ×

Γ +ρ−α −α −

− −⎛ ⎞
× + ρ −σ β +ρ−α⎜ ⎟− −⎝ ⎠

  (4.59) 

ßêùî y x<  ó ôîðìóë³ (4.59), ïîòð³áíî çàì³íèòè α  íà β  òà x  
íà y . 

Ö³êàâèòü ³ òàêå ïèòàííÿ — çà ÿêèõ îáìåæåíü íà ïàðàìåòðè îòðèìà-
íå Π-ÿäðî (4.54) º ã³ëüáåðòîâèì? ²ç âèçíà÷åííÿ âèïëèâàº, ùî äëÿ öüî-
ãî ïîòð³áíà íåâ³ä’ºìí³ñòü âàãîâèõ ôóíêö³é ( )w x±  òà âèêîíàííÿ óìîâè 
(4.5). Ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó çà óìîâ (4.49)–(4.51) íåâ³ä’ºìí³ñòü 
áóäå çàáåçïå÷åíî, ÿêùî 

 ( )Im , , , 0.α −σ β−σ α −ρ β−ρ =   (4.60) 

Óìîâó (4.5) äëÿ ÿäðà ( )* ,x yΠ , ÿêùî áðàòè äî óâàãè ïîâ’ÿçàíó 
ç íèì çà ôîðìóëîþ (4.6) ôóíêö³þ ( )* ,x yΗ , ìîæíà çàïèñàòè ó ïî-
äàíí³ 

 ( )2* , .
b b

a a

x y dxdyΗ < ∞∫∫   (4.61) 
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Äëÿ ( )* ,x yΗ  º ñïðàâåäëèâèì ³ òàêå çîáðàæåííÿ: 

 ( ) ( ) ( )* , , ,
b

a

x y x t y t dtα βΗ = Η Η∫ ,  (4.62) 

  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1/21

1

,
, , .

0,

b x b y x y x y
x y

x yx a y a

γ−σ− σ −γ

γ +ρ−γ −ρ

⎛ ⎞ ⎧− − ⎪ − >⎜ ⎟Η = γ = α β⎨⎜ ⎟ <− − ⎪⎩⎝ ⎠
  (4,63)

Áåçïîñåðåäíüîþ ï³äñòàíîâêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ â îñòàííüîìó. 
Çà ðàõóíîê íåð³âíîñò³ Êîø³ — Áóíÿêîâñüêîãî, ÿêå çàñòîñîâàíî äî ³í-
òåãðàëó (4.57), äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè (4.61) äîñòàòíüî, ùîá 

 ( ) ( )2
, , .

b b

a a

x y dxdyγΗ < ∞ γ = α β∫ ∫   (4.64)

²íòåãðàë ó öüîìó ñï³ââ³äíîøåíí³ çà âèêîíàííÿ óìîâ (4.55) òà óìî-
âè 2Re 1γ <  ï³äðàõîâóºòüñÿ, ÿêùî ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè äî öüîãî âèðàçó 
äëÿ ( ),x yγΗ  çðîáèòè çàì³íè, ÿêè çâîäÿòü ³íòåðâàë ³íòåãðóâàííÿ ( ),a b  
äî ( )0,1 ,  òà âèêîðèñòàòè ôîðìóëè 9.111 òà 7.512 (á) ç [3]. 

Òàêèì ÷èíîì, çà âèêîíàííÿ óìîâ (4.55), (4.60), à òàêîæ óìîâè 

( )2Re , 1α β <  ôóíêö³ÿ (4.54) àáî (4.59) áóäå ã³ëüáåðòîâèì Π-ÿäðîì. 
Ç öüîãî âèïëèâàº çîáðàæåííÿ 

      ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1
* , 1 1x y b a x a y a

σ−ρ− −α+ρ −β+ρ
Π = Γ −α Γ −β − − − ×  

    
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1,1 1,1

1
0

! 1 1 ( )

1 2 2 1 2

n n

n

n n n P u P v

n n n n

α−σ− +ρ−α β−σ− +ρ−β∞

−
=

Γ −σ +ρ+ Γ +ρ+
×

Γ −σ+ Γ −α +ρ+ Γ −β+ρ+ −σ +ρ+
∑ ,  (4.65)

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
, , 2 , 2 .a x y b u b a x a b v b a y a b

− −
≤ ≤ = − − − = − − −  

Çàâäÿêè íàÿâíîñò³ ó ïîáóäîâàíîìó Π-ÿäð³ âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ ïàðà-
ìåòð³â ìîæíà îòðèìàòè ç íüîãî áàãàòî ³íøèõ Π-ÿäåð, ó òîìó ÷èñë³ ³ 
ò³ Π-ÿäðà, ùî áóëè ðîçøóêàí³ äëÿ ñê³í÷åíîãî ³íòåðâàëó ðàí³øå. Ïî-
÷íåìî ç âèïàäêó 2σ = α +β−ρ− . Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêö³ÿ Àïïåëÿ ó 
ñï³ââ³äíîøåíí³ (4.59) çâîäèòüñÿ äî ôóíêö³¿ Ãàóññà ( ), ; ; .F xα β γ  

ßêùî ââåñòè ïàðàìåòðè 

1 , 1 , 1μ = +ρ−α γ = +ρ−β ν = α +β−  

òà âèêîðèñòàòè ôîðìóëè 6.574 ç [3], òî ç óðàõóâàííÿì ( )Re 1 0− ν > , 
îòðèìàºìî òàêå Ï-ÿäðî: 



43

 

( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )( )

11
22

,

,

1 1 2

,  .

x y b a y a x a

b x b y

W x a b y b x y a

μν γ

ν
μ γ

Π − − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ −α Γ −β − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

× − − − −  

Òóò 

 ( ) ( ) ( ),

0

,W t J t J t dt
∞

ν ν
μ γ μ γξ η = ξ η∫ — 

ðîçðèâíèé ³íòåãðàë Âåáåðà — Øàôõåéòë³íà [1]. 
Äëÿ Π-ÿäðà (4.65) ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ òà á³ë³í³éíå ðîçâè-

íåííÿ îòðèìàºìî ç (4.58), (4.63), ÿêùî çàì³ñòü (4.59) â³çüìåìî (4.65) 
òà âðàõóºìî, ùî 2σ = α +β−ρ−  òà (4.64). Îáìåæåííÿ íà ïàðàìåòðè 
áóäóòü ìàòè âèãëÿä 

 

(
)

Re 1 ,1 ,1 ,1

,1 ,1 ,1 0,

+ γ +μ + ν +μ + γ + ν −μ −

−γ − ν + γ −μ − ν +μ − γ − ν >   (4.66) 

 ( ) ( )Re 1 ,1 1, Im , 0.+ ν −μ + γ + ν − γ +μ < μ γ =  

Äâà îñòàíí³ îáìåæåííÿ íåîáõ³äíî äîäàâàòè ò³ëüêè äëÿ ã³ëüáåð-
òîâîñò³ ÿäðà (4.65). Â ðîáîò³ Ã. ß. Ïîïîâà «Î ïðèìåíåíèè ïîë³íîìîâ 
ßêîáè ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé» (Èçâ. ÂÓÇîâ, Ìàòåìàòè-
êà, 1966, ¹ 1) ìîæíà â³äøóêàòè áàãàòî ÷àñòèííèõ âèïàäê³â. 

ßêùî òåïåð ó (4.59) âçÿòè 0σ =  òà âðàõóâàòè (4.64), òî äîáóäåìî 
òàêå Π-ÿäðî: 

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
1

2

,1
2

, 1
, Re 1 0 .

1 1 2

x y x a
W x a y a

y a

μ

ν
μ γν − γ

Π −
= − − − ν >

Γ −α Γ −β −
  (4.67) 

Ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ òà á³ë³í³éíå ðîçâèíåííÿ äëÿ öüîãî 
ã³ëüáåðòîâà ÿäðà (ÿêùî âèêîíàíî óìîâè ( )2Re , 1α β < , (4.55) òà (4.60)) 
âèïëèâàþòü ç (4.58) òà (4.63) ïðè 0σ =  òà (4.64). Ï-ÿäðî íàâåäåíî äëÿ 
âèïàäêó 0, 1a b= =  ó ðîáîò³ Ã. ß. Ïîïîâà. Òàì æå íàâåäåíî áàãàòî÷èñ-
ëåíí³ âèïàäêè Π-ÿäåð, ùî çóñòð³÷àþòüñÿ äîñèòü ÷àñòî ó òåîð³¿ ïðóæ-
íîñò³. 

Çóïèíèìîñÿ ò³ëüêè íà îäíîìó âàæëèâîìó âèïàäêó. Äî íüîãî ïðè-
éäåìî, ÿêùî ó (4.67) â³çüìåìî 2 20, 1, 1 / 2, 0, ,a b x y= = μ = γ = ν = = ξ = η  
òà ïðèéìåìî äî óâàãè ôîðìóëè 6.576 (2) òà 9.121 (6) ç [3]. Â³äïîâ³äíî 
äî íüîãî ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ òà á³ë³í³éíå ðîçâèíåííÿ 
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( ) ( )

1
2 1

2 12
0

ln ,
1 21

n
n

T
d T

n
+

+

η ξ + η π
η = ξ

ξ −η +−η
∫  

 ( ) ( )2 1 2 1
0

4
ln

1 2 n n
n

T T
n

∞

+ +
=

ξ + η
= ξ η

ξ −η +∑  

( ( )0 , 1, nT x≤ ξ η ≤  — ïîë³íîì ×åáèøîâà) 
îòðèìàºìî ç (4.59) òà (4.63), çàô³êñóâàâ ïàðàìåòðè òàêèì ÷èíîì. 

Ùîáè îòðèìàòè ³íø³ Π-ÿäðà, ïîòð³áíî ó (4.60) âçÿòè 
0, 2 ,1σ = β = +ρ−α +ρ = ν . ßê ðåçóëüòàò, çàïèøåìî òàêå ïîäàííÿ 

Π-ÿäðà 

   
( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )1

sin sec ,
,

1, .

y a co x y
x y

y xx a x y

α−

α−ν ν

Γ ν Γ α −ν − ⎧ π α −ν πα <
Π = ⎨

<Γ α − − ⎩   (4.68) 

Éîãî ìîæíà çàïèñàòè ³ òàê: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

1

1 2

2 1

,
a sign x y a y a

x y
a a x a x y

μ α−

μ α−ν ν

⎡ ⎤Γ ν Γ α −ν − + −⎣ ⎦Π =
Γ α + − −

, 

äå 

 2
* *

1 sin
arcsin , 1 2 cosa aμ μπν⎛ ⎞α = Α = − πν +⎜ ⎟π Α⎝ ⎠

, 2 1
*

2 1

a a
a

a a

−
=

+
. 

Ïàðàìåòðè 1 2, , ,a a μ  à òàêîæ îäíîçíà÷íà ã³ëêà àðêñèíóñà, ìàþòü 
áóòè âèáðàí³ òàê, ùîá óìîâó 0 Re 1< α <  áóëî çàáåçïå÷åíî. 

Ó (4.59) â³çüìåìî ( )0, 2 1, 1 , 1σ = ρ = α +β− ρ = ν − β = + ν −α ν = α +β− , 
à òàêîæ âðàõîâóþ÷è (4.60), îòðèìàºìî 

 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

, 1 1,

1 !sin sin

b
n nn

a

a a sign x y P v dy v P u

nx y y a b y

+ − ν−α α− α− ν−α

ν −α α−ν

⎡ ⎤+ − π⎣ ⎦ =
πα π α −ν− − −∫ , 

 ( )( ) ( )( )1
2sin sin sin sina

−± = πα π α −ν πα ± π α −ν . 

Âðàõîâóþ÷è îðòîãîíàëüí³ñòü ïîë³íîì³â ßêîá³, ìîæíà öå çîáðà-
æåííÿ çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 , 1 , 1

1 1

1 1
1

b b
n n

a a

a P v sign x y P va
dy dy

x y y a b y y a b y x y

− ν−α α− ν−α α−−

ν −α α−ν −α α−ν ν

⎡ ⎤ −
⎢ ⎥− + =

ν ν− − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1,

0

1

1 sin sin ! 1

n
n

n P n a

n b a

α− ν−α +

−ν

πΓ ν + Γ α Γ + ν −α
= − δ
Γ + ν πα π α −ν − νΓ ν +

. 
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ßêùî ïåðåéòè òóò äî ãðàíèö³ 0ν→  òà îêðåìî ðîçãëÿíóòè âèïàäêè 
0n =  òà 0,n ≠  òî îòð³ìàºìî ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ Ï-ÿäðà: 

 ( ) ( )1 1
, ln

2

tg
x y sign x y

x y

πα
Π = − +

π −
.  (4.69) 

4.5. ÏÎÁÓÄÎÂÀ Ï-ßÄÐÀ ÍÀ Ï²ÂÍÅÑÊ²Í×ÅÍÍÎÌÓ ²ÍÒÅÐÂÀË² 

Ùîáè ïîáóäóâàòè Π-ÿäðî íà ï³âíåñê³í÷åííîìó ³íòåðâàë³ òàêèì æå 
øëÿõîì, ùî ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàô³, ïîòð³áíî âçÿòè çîáðàæåííÿ 
ÿäðà, ùî àíàëîã³÷íå äî (4.44). ²íøó ðîäèíó Π-ÿäåð ìîæíà îòðèìàòè, 
ÿêùî âçÿòè çà îñíîâó íàñòóïíå ïîäàííÿ: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )max ,

, .
x y

K x y K s x K s y s ds
∞

+ −= − − ρ∫   (4.70) 

Àëå øâèäøå äî ïîòð³áíîãî ðåçóëüòàòó ïðèâîäèòü òàêèé ôîð-
ìàëüíèé ñïîñ³á. Ó ñïåêòðàëüíîìó ñï³ââ³äíîøåíí³ (4.58) â³çüìåìî 

0,a b= σ = − , ï³ñëÿ ÷îãî çðîáèìî ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä 1 2b b b+ =  äî ∞ . 
ßê ðåçóëüòàò âèêîðèñòàííÿ ãðàíè÷íèõ ð³âíîñòåé 

( ) ( )( ) ( ),lim 1 2 / , lim
bb x

n nb b
P x b L x b x eαα +β −

→∞ →∞
− = − = , 

( )
( )

lim 1
az

z a

z z→∞

Γ +
=

Γ
  (4.71) 

ìàòèìåìî 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )1 1

1
0

, 1 1 1
.

2n ny

x y n
L y dy L x

e n x

∞
+ρ−β +ρ−α∞

α−ρ−

Π Γ −α Γ −β Γ +ρ+
=

Γ +ρ−α +∫   (4.72) 

Òóò ( )( )
nL xα  — ïîë³íîì ×åáèøîâà — Ëàãåððà, Π-ÿäðî ìàº âèãëÿä 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
0

, Re 1 ,1 ,1 0, min ,
se s ds

x y x y
x s y s

χ ρ

∞ α βΠ = +ρ −α −β > χ =
− −∫ .  (4.73) 

Öå Π-ÿäðî ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç âèðîäæåíó ã³ïåðãåîìåòðè÷íó 
ôóíêö³þ ( )1 , , ; ,x yΦ α β γ  äâîõ çì³ííèõ. Äëÿ öüîãî ó (4.73) äëÿ x y<  ïî-
òð³áíî çðîáèòè çàì³íó s xt= , òà ðîçâèíóòè åêñïîíåíòó ó ðÿä, ï³ñëÿ 
÷îãî ðåøòó ³íòåãðàë³â òàêîæ ðîçâèíóòè ó ðÿäè çà ñï³ââ³äíîøåííÿ x/y. 
ßê ðåçóëüòàò, ìàòèìåìî ïîäàííÿ: 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

1 1
, 1 ; , 2; ; /

2
x y x x y∞

Γ + α Γ +ρ
Π = Φ +ρ β α +ρ+

Γ +α +ρ
 ( )x y< . 
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Êîëè x y> , ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ïîòð³áíî çì³íèòè α  íà β  òà x  íà y . 
Äî òàêèõ æå ðåçóëüòàò³â ìîæíà ïðèéòè, ÿêùî áåçïîñåðåäíüî âè-

êîðèñòàòè ³íòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ (4.44) ïðè 0.a =  Äî ðåçóëüòàò³â, 
ùî ìîæíà âèâåñòè øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ çîáðàæåííÿ (4.70), ïðèéäå-
ìî, ÿêùî ó ñïåêòðàëüíîìó ñï³ââ³äíîøåíí³ (4.58) ³ ôîðìóë³ (4.54) ïðè 
μ = γ  çíàéòè çàì³íó , ,s b t x b y b= − = − ξ = −η , ï³ñëÿ ÷îãî ñïðÿìóâàòè 
b →∞ . Ï³ñëÿ âèêîðèñòàííÿ (4.71) ìàòèìåìî 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )1 1

1
0

, 1 1

1n n

n
L d L

n e

∞
β−σ− α−σ−∞

+σ−β ξ

Π ξ η Γ −α Γ −β Γ β−σ+
η η = ξ

η Γ −σ+∫ ,  (4.74) 

   ( )
( ) ( )

( )
( )max ,

, , Re 1 ,1 , , 0
se s ds

s s

∞ − σ

∞ α β
ξ η

Π ξ η = −α −β α −σ β−σ >
− ξ −η∫ .  (4.75) 

ßêùî α = β , òî îáèäâà âèïàäêè ( x y>  òà x y< ) îá’ºäíóþòüñÿ äî 
îäí³º¿ ôîðìóëè, ÿêà äîçâîëÿº ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.74) çà-
ïèñàòè ó ôîðì³ 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

/21 2
0

,2 , 1

!

1 ,0 Re 1

n

n

L n
d L

n ee e

−μ∞
−μ

ξ− μξ−ημ η

ψ μ μ ξ −η η Γ μ Γ −μ +
η = ξ

η ξ −η

μ = −α < μ <

∫
.  (4.76) 

ßêùî òóò âçÿòè 1 / 2vμ = + , çðîáèòè çàì³íó 2xξ =  òà 2yη =  òà âè-
êîðèñòàòè â³äîìó ôîðìóëó äëÿ ôóíêö³¿ Ìàêäîíàëüäà ( )zνΚ  [1], îòðè-
ìàºìî ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ Π-ÿäðà âèãëÿäó 

 ( )x y x y
−ν

νΚ − − ,  (4.77) 

ùî âïåðøå áóëî â³äøóêàíî Ã. ß. Ïîïîâèì. 
Á³ëüø äåòàëüíî çàñîáè ïîáóäîâè Ï-ÿäåð òà ïîøèðåí³ òàáëèö³ 

ñïåêòðàëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü ÷èòà÷ ìîæå â³äøóêàòè ó [9–11]. 
Çàóâàæèìî íà çàê³í÷åííÿ, ùî äëÿ âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó îðòîãî-

íàëüíèõ ïîë³íîì³â âóçëîâèì ìîìåíòîì º íàÿâí³ñòü ñïåêòðàëüíîãî 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.1), (4.2). Á³ëüø³ñòü òàêèõ ñïåêòðàëüíèõ ñï³ââ³äíî-
øåíü íàâåäåíî ó â³äïîâ³äíèõ òàáëèöÿõ [10,11]. Òàì æå âèêëàäåíî äåÿê³ 
ñïîñîáè ïîáóäîâè ñïåêòðàëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü, îáãîâîðåíî ïèòàííÿ, 
ùî ïîâ’ÿçàí³ ç îá÷èñëåííÿì ³íòåãðàë³â, äå ïðèñóòí³ êëàñè÷í³ ïîë³íî-
ìè, íàâåäåíî âåëèêà ê³ëüê³ñòü çàäà÷, ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêèõ ïîáóäîâàíî íà 
âèêîðèñòàíí³ ìåòîäó îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â. 
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§ 5. ÍÅÑÊ²Í×ÅÍÍ² ÑÈÑÒÅÌÈ Ë²Í²ÉÍÈÕ 
ÀËÃÅÁÐÀ¯×ÍÈÕ Ð²ÂÍßÍÜ (ÍÑËÀÐ). ÌÅÒÎÄ ÐÅÄÓÊÖ²¯ 

5.1. ÌÅÒÎÄ ÐÅÄÓÊÖ²¯ 

ßê áóëî ïðîäåìîíñòðîâàíî ó §§ 3,4, ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü ïðèâîäèòü äî ðîçâ’ÿçàííÿ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãå-
áðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 
0

, 0, .k kj j k
j

a f k
∞

=

ϕ + ϕ = = ∞∑   (5.1) 

Ó ìàòðè÷íî-âåêòîðíîìó çîáðàæåíí³ ñèñòåìà (5.1) ìîæå áóòè çà-
ïèñàíà òàê: 

 ( )I A f+ ϕ = ,  (5.2) 

äå { } { } { } { }0 0 , 0, 0,
, , ,k k kj kjk k k j kj

f f A a I
∞ ∞

= = = ∞ = ∞
ϕ = ϕ = = = δ , kjδ  — ñèìâîë 

Êðîíåêåðó. 
Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè (5.1) ïðîïîíóºòüñÿ çàñòî-

ñóâàòè ìåòîäà ðåäóêö³¿, ùî ïîëÿãàº ó íàñòóïíîìó. 
Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê Nϕ  ñèñòåìè (5.1) ðîçøóêóºòüñÿ ÿê ïî-

äàííÿ 

 ( ){ } ( )
0,

; 0, 1,N N
N k k

k
k N

= ∞
ϕ = ϕ ϕ = = + ∞  ,  (5.3) 

äå åëåìåíòè ( ), 0,N
k k Nϕ =  º ðîçâ’ÿçêàìè ñê³í÷åíî¿ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷-

íèõ ð³âíÿíü (ùî º ðåäóöèðîâàíîþ) 

 ( ) ( )

0

, 0, .
N

N N
k kj j k

j

a f k N
=

ϕ + ϕ = =∑   (5.4) 

Ðåäóöèðîâàíà ñèñòåìà (5.4) ó ìàòðè÷í³é ôîðì³ ìîæå áóòè çàïèñà-
íà ÿê îïåðàòîðíå ð³âíÿííÿ 

 ( )N N NI A f+ ϕ = ;  (5.5) 

 ( ){ } ( ){ }
0, , 0,

; ;N N
N k k N kj k

k k j
f f A a

= ∞ = ∞
= η = η  
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 ( ) 1, 0,

0, 1, .

N
k

k N

k N

⎧ =⎪η = ⎨
= + ∞⎪⎩

 

Ïîøóê ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè (5.1) ïðîâîäèòèìåòüñÿ ó êëàñ³ 2l , òîáòî 
ó ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ ïîñë³äîâíîñòåé { }

0,k k= ∞
ϕ = ϕ  ç íîðìîþ 

 
2

1/2
2

0

.kl
k

∞

=

⎛ ⎞
ϕ = ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé âèêîíàíî íàñòóïí³ óìîâè: 
1) îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ (5.2) ìàº ó êëàñ³ 2l  ò³ëüêè òðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê, 

òîáòî ( ) 0,I A+ ϕ =  2 0lϕ∈ ⇒ϕ = , 

2) 
2

*
0 0

kj
k j

R a
∞ ∞

= =

= < ∞∑∑ , 

3) 
2

0
k

k

f
∞

=

< ∞∑ . 

Òîä³ íåñê³í÷åííà ñèñòåìà (5.1) îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿçóâàíà ó êëàñ³ 2l , 
òîáòî ³ñíóº ³ º ºäèíîþ òàêà ïîñë³äîâí³ñòü ϕ , 2lϕ∈ , ùî ( )I A f+ ϕ = . 

Äëÿ äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åíü N  ñèñòåìà ð³âíÿíü (5.4) º ðîçâ’ÿçóâà-
íîþ îäíîçíà÷íî òà ìàº ì³ñöå íàñòóïíà îö³íêà: 

 

2

2 2

2

*

*
*

1/2
2

1

,
1

,

N l

N Nl l
N

N kl
k N

Q R f
Q f f

Q R

f f f
∞

= +

⎧ ⎫⎪ ⎪ϕ−ϕ ≤ − +⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞
− = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

 

 

1/2
2

1 0

.N kj
k N j

R a
∞ ∞

= + =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑   (5.6) 

ç ÿêî¿ âèïëèâàº çá³æí³ñòü íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó Nϕ  (5.3), (5.4) äî 
òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ϕ  íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü (5.1). Âåëè÷èíà *Q  â ôîðìóë³ (5.6) äîäàòíÿ òà íå çàëåæèòü â³ä 
çíà÷åíü N. 

Äîâåäåííÿ ö³º¿ òåîðåìè íàâåäåíî ó [2, 4]. 
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî â óìîâ³ 2) òåîðåìè 5.1 âåëè÷èíà * 1R < , òî 

óìîâà 1) ö³º¿ òåîðåìè âèêîíóºòüñÿ àâòîìàòè÷íî, à ñòàëà *Q  ç ôîðìó-

ëè (5.6) ïðèïóñêàº îö³íêó ( ) 1

* *1Q R
−

≤ −  [2, 4]. Òàê³ ñèñòåìè íàçèâàþòü 
ðåãóëÿðíèìè. 
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Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ êîíêðåòíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè íàé-
á³ëüø³ ñêëàäíîù³ âèêëèêàº ïåðåâ³ðêà óìîâè 1) òåîðåìè 5.1. Ç ìåòîþ 
ïîäîëàííÿ ö³º¿ òðóäíîù³ ìîæíà çðîáèòè íàñòóïíå: äîâåñòè ºäí³ñòü 
ðîçâ’ÿçêó âèõ³äíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ ó â³äïîâ³äíîìó êëàñ³ 
ôóíêö³é òà éîãî åêâ³âàëåíòí³ñòü äî àëãåáðà¿÷íî¿ ñèñòåìè (5.1), ùî, ÿê 
ïðàâèëî, âèïëèâàº ç ºäíîñò³ ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷-
íî¿ ô³çèêè òà ïîâíîòè ñèñòåìè îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â. 

Äëÿ ïåðåâ³ðêè óìîâ 2), 3) òåîðåìè 5.1 çðó÷íî âèêîðèñòàòè ñõåìó, 
ÿêó âèêëàäåíî òà îá´ðóíòîâàíî â [11], § 2.2. 

Íà çàê³í÷åííÿ çàóâàæèìî, ùî ïèòàííÿ äîñë³äæåííÿ íåñê³í÷åííèõ 
ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü òà çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ðåäóê-
ö³¿ äëÿ ¿õ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ âèêëàäåíî â [2, 4, 5]. 

5.2. ÇÁ²ÆÍ²ÑÒÜ ÌÅÒÎÄÓ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÈÕ ÏÎË²ÍÎÌ²Â 

Îäíèì ç íàéâàæëèâ³øèõ ïèòàíü ï³ä ÷àñ çàñòîñóâàííÿ áóäü-ÿêîãî 
íàáëèæåíîãî ìåòîäó º ïèòàííÿ îö³íêè øâèäêîñò³ éîãî çá³æíîñò³. Öåé 
ïàðàãðàô ïðèñâÿ÷åíî â³äïîâ³ä³ íà öå çàïèòàííÿ. 

Íåõàé ìàºìî íà óâàç³ ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )
1

,

1

, ,t D t p d h tν μ

−

Π τ + τ τ ψ τ τ =∫ ,  (5.7) 

 ( ) ( ) ( ) ( ),1;1 ; , 1; 1 1t t t t
ν μν μ∈ − ν μ > − ρ = − + , 

äå ÿäðî ( ),tΠ τ  º ÿäðî ïîë³íîì³àëüíå, òàêå, ùî ïîâ’ÿçàíå ç ïîë³íîìà-

ìè ßêîá³ ( ), , 0,nP t nα β = ∞ . Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

,

1

,t dν μ

−

Πψ τ = Π τ ρ τ ψ τ τ∫  

ä³º ç [ ] ( )( ),
2 1;1 ,  , , 1L tν μ− ρ ν μ > −  â [ ] ( )( ),

2 1;1 ,  , , 1L tα β− ρ α β > −  òà âèçíà-
÷àºòüñÿ ÷åðåç îðòîíîðìîâàí³ áàç³ñè 

( ){ } ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , , , ,

0, 0,
,  , ;  ,k k k k k k kk k

q t p t p t P P t q t t p t
−ν μ α β α β α β α β ν μ ν μ ν μ

= ∞ = ∞
= = ρ  

( ) ( ) ( ), = 1 1t t t
ν μν μρ − − öèõ ã³ëüáåðòîâèõ ïðîñòîð³â çà äîïîìîãîþ ñïåê-

òðàëüíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

, , ,

1

, k k kt p d p tν μ ν μ α β

−

Π τ ρ τ τ τ = σ∫ ,  (5.8) 
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 ( )0, , 1;1 ; , , , 1k t= ∞ ∈ − α β ν μ > − . 

{ }nσ = σ  — º ïîñë³äîâí³ñòü, ÿêà ìàº ñòóïåíåâèé ïîðÿäîê 

, , 0 ,a A a A∃ < ≤ < +∞  ( )1 , 0, , 0
m

ka k A k m≤ σ + ≤ ∀ = ∞ ≥  ³ öåé ïîðÿäîê 
m  º íåâ³ä’ºìíèé: 

 0.m ≥   (5.9) 

Àïàðàòîì äëÿ äîñë³äæåííÿ òà ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ ð³âíÿíü º ìåòîä 
îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â, ÿêèé íàáóâ ðîçâèòêó ó ïðàöÿõ Ã. ß. Ïîïî-
âà, Â. Ì. Àëåêñàíäðîâà, ª. Â. Êîâàëåíêà, Ã. Ò. Ñóëèìà. ßê â³äîìî, 
ìåòîä îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â çâîäèòü ð³âíÿííÿ òèïó (5.7) äî íå-
ñê³í÷åííèõ ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 2-ãî ðîäó, ÿê³ äàë³ 
ðîçâ’ÿçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðåäóêö³¿. Ïðè÷îìó íàáëèæåíèé 
ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ áóäóºòüñÿ çà ðîçâ’ÿçêîì ðåäóöèðîâàíî¿ ñèñ-
òåìè. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ 

(5.7) º ôóíêö³ÿ ( )tψ , ùî íàëåæèòü êëàñó ôóíêö³é [ ] ( )( ),
2 1;1 ,L tν μ− ρ . 

Àëå öÿ ôóíêö³ÿ ìîæå íàëåæàòè ³ äî á³ëüø âóçüêîãî êëàñó, òîáòî áóòè 
íåïåðåðâíîþ àáî äåÿêå ÷èñëî ðàç íåïåðåðâíî-äèôåðåíö³éîâàíîþ. 

Ìåòà öüîãî ïàðàãðàôó — ç’ÿñóâàòè, ïðè ÿêèõ, äîñòàòíüî çàãàëüíèõ, 
îáìåæåííÿõ íà ÿäðî ( ),D t τ , ïðàâó ÷àñòèíó ( )h t  òà íà ïîðÿäîê m  (5.9) 

ïîñë³äîâíîñò³ âëàñíèõ ÷èñåë { }
0k k

∞

=
σ = σ  (5.8) ìîæíà ãàðàíòóâàòè ïåâ-

íèé ñòóï³íü ãëàäêîñò³ ðîçâ’ÿçêó ( )tψ  ð³âíÿííÿ (5.7), à òàêîæ îòðèìàòè 
ïðè öèõ îáìåæåííÿõ îö³íêè, ùî âèçíà÷àþòü ïîðÿäîê øâèäêîñò³ çá³æ-
íîñò³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (5.7), ùî áóäóºòüñÿ çà ìåòîäîì 
îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â, äî òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (5.7). 

Äëÿ âèð³øåííÿ ïîñòàâëåíîãî ïèòàííÿ Ì. Ã. Ìî³ñåºâèì [9] ïðîâå-
äåíî äîñë³äæåííÿ ð³âíÿííÿ (5.7) ó ñïåö³àëüíî ï³ä³áðàíèõ ã³ëüáåðòî-
âèõ ïðîñòîðàõ òèïó Ñîáîëåâà ç âàãîþ. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò îòðèìàíî 
ó òåîðåì³, ùî ñôîðìóëüîâàíà íàïðèê³íö³ ïàðàãðàôó. Ñàìå âîíà âè-
çíà÷àº ãëàäê³ñòü ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (5.7), à òàêîæ ïîðÿäîê çá³æíîñ-
ò³ íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â ÿê çà íîðìàìè ïðîñòîð³â, ùî ïåðåðàõîâàí³ 
âèùå, òàê ³ çà íîðìîþ ïðîñòîðó [ ]1;1C − . 

Ðîçãëÿíåìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ 1-ãî ðîäó 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1,1 ,t D t h t tΚϕ = Π + ϕ = ∈ −  

 ( ) ( ) ( )
1

1

, ,t t d
−

Πϕ = Π τ ϕ τ τ∫   (5.10) 

 ( ) ( ) ( )
1

1

,D t D t d
−

ϕ = τ ϕ τ τ∫ , 
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äå ÿäðî ( ),tΠ τ  — ïîë³íîì³àëüíå, ïîâ’ÿçàíå ç ïîë³íîìàìè ßêîá³ 

( ), , 0,nP t nα β = ∞ . Äëÿ íîðìîâàíèõ ïîë³íîì³â ßêîá³ òà ïîâ’ÿçàíèõ ç 
íèìè ôóíêö³é áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1, , , , , ,

,

, ,

1 1 .

n n n n np t P P t g t t p t

t t t

−α β α β α β α β α β α β
κ

α βα β

= = ρ

ρ = − +   (5.11) 

Äëÿ ³íòåãðàëüíîãî îïåðàòîðó Π  ç (5.10) áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî 

â³í ä³º ç [ ] ( )( ),
2 1,1 ,  , , 1L tν μ− ρ ν μ > −  â [ ]( ),

2 1,1 ,  , , 1L α β− ρ α β > −  òà âè-

çíà÷àºòüñÿ ÷åðåç îðòîíîðìîâàí³ áàçèñè ( ){ } ( ){ }, ,

0
, 0, ,q t p t

∞ν μ α β
κ κ κ=

κ = ∞  

öèõ ã³ëüáåðòîâèõ ïðîñòîð³â çà äîïîìîãîþ ñïåêòðàëüíîãî ñï³ââ³äíî-
øåííÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

, ,

1

, , 1,1t q d p t tν μ α β
κ κ κ

−

Π τ τ τ = σ ∈ −∫ , 0, ; , , , 1κ = ∞ α β ν μ > − ,  (5.12) 

äå ïîñë³äîâí³ñòü { }
0

∞
κ κ=

σ = σ  º îáìåæåíîþ. 

Ùîäî ÿäðà ( ),D t τ  òà ïðàâî¿ ÷àñòèíè ( )h t , áóäåìî ââàæàòè, ùî 

( ) [ ] [ ] ( ) ( )( ), ,
2, 1,1 1,1 ,D t L tα β ν μτ ∈ − × − ρ ×ρ τ , 

 ( ) [ ] ( )( ),
2 1,1 , .h t L tα β∈ − ρ   (5.13) 

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé ïîñë³äîâí³ñòü { }
0n

∞
κ =

σ = σ  ç (5.12) îáìåæåíà òà 
âèêîíàíî óìîâè (5.13). Òîä³ ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (5.10) åêâ³âàëåíòíå äî 
íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 
0

, 0, ,k k kj j k
j

d h k
∞

=

σ ϕ + ϕ = = ∞∑  

 ( ) ( ) ( )
1 1

, ,

1 1

, ,kj k jd D t q t q d dtα β ν μ

− −

= τ τ τ∫ ∫  

 ( ) ( )
1

,

1

k kh h t q t dtα β

−

= ∫ ,  (5.14) 

ÿêó ìîæíà çàïèñàòè ó ìàòðè÷í³é ôîðì³: 

 ( ) ( ) 2 2; : ,Y D h Y D l lσ σ+ ϕ = + →   (5.15) 

 { } { }
0,, 0,

; ,k kj k kk j
Yσ = ∞= ∞

= σ δ ϕ = ϕ  
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 { } { }
0,, 0,

, .kj k kk j
D d h h

= ∞= ∞
= =  

Ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (5.10) [ ] ( )( ),
2( ) 1,1 ,t L t−ν −μϕ ∈ − ρ  òà 

ðîçâ’ÿçîê íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (5.14), (5.15) { } 20k k
l

∞

=
ϕ = ϕ ∈  ïîâ’ÿçàí³ 

íàñòóïíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,

0

, .k k
k

t t t t p t
∞

ν μ ν μ

=

ϕ = ψ ρ ψ = ϕ∑  

 ( ) [ ] ( )( ),
2 1,1 , ,t L tν μψ ∈ − ρ  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, ,

1 1

,k k kt p t dt t q t dtν μ ν μ

− −

ϕ = ϕ = ψ∫ ∫   (5.16) 

 { } 20,
.k k

L
= ∞

ϕ = ϕ ∈   (5.17) 

Äîâåäåííÿ. 

Çà ðàõóíîê ïîñë³äîâíîñò³ ï³ñëÿ ð³âíîñò³ { }
0k k

∞

=
σ = σ  ç (5.12) òà ïåð-

øî¿ óìîâè ç (5.13) ìàºìî [5] 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0 01 1

, , k k k kj k j
k k j

u t t D t v d dt u v d u v
∞ ∞ ∞

= = =− −

⎡ ⎤Π τ + τ τ τ = σ +⎣ ⎦ ∑ ∑∑∫ ∫ , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, ,

1 1

, .k k k ku u t p t dt v v t p t dtα β ν μ

− −

= =∫ ∫  

 ( ) [ ] ( )( ) ( ) [ ] ( )( ), ,
2 21,1 , 1,1 , ,u t L t v t L t−α −β −ν −μ∀ ∈ − ρ ∀ ∈ − ρ   (Ä.1.1) 

 
2

0 0

.kj
k j

d
∞ ∞

= =

< ∞∑∑   (Ä.1.2) 

Òîòîæí³ñòü (Ä.1.1) º â³ðíîþ äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ïîñë³äîâíîñòåé 

{ }
0k k

u u
∞

=
= , { }

0k k
v v

∞

=
=  ç ïðîñòîðó 2l , ÿêùî ôóíêö³¿ ( ) ( ),u t v t  âèçíà-

÷àþòüñÿ çà ö³ìè ïîñë³äîâíîñòÿìè íàñòóïíèì ÷èíîì: 

 ( ) ( ) ( ) ( ), ,

0 0

,k k k k
k j

u t u q t v t v q t
∞ ∞

α β ν μ

= =

= =∑ ∑ . 

Íåõàé ôóíêö³ÿ ( ) [ ]( ),
2 1,1 ,t L −ν −μϕ ∈ − ρ  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (5.10). 

Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (5.10) íà äîâ³ëüíó ôóíêö³þ 

( ) [ ]( ),
2 1,1 ,u t L −α −β∈ − ρ  òà âèêîðèñòàºìî òîòîæí³ñòü (Ä.1.1) ó â³äïîâ³ä-

íîñò³ ç ïîçíà÷åííÿìè (5.15). Öå ïðèâîäèòü äî ð³âíîñò³ 
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 ( )( ) 2, 0, .u Y D h u Lσ + ϕ− = ∀ ∈   (Ä.1.3) 

Çà ðàõóíîê îáìåæåíîñò³ ïîñë³äîâíîñò³ ,σ  íåð³âíîñò³ (Ä.1.2) òà 

äðóãî¿ óìîâè ç (5.13) âåêòîð ( ) 2,Y D h Lσ + ϕ− ∈  âðàõîâóþ÷è (Ä.1.3), 
îòðèìàºìî, ùî öåé âåêòîð º íóëüîâèé. Òàêèì ÷èíîì, ïîñë³äîâí³ñòü 

{ } 20k k
l

∞

=
ϕ = ϕ ∈ , ùî âèçíà÷åíà çà ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (5.10) ôîðìó-

ëîþ (5.17), º ðîçâ’ÿçêîì íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (5.14), (5.15). 
Íåõàé òåïåð 2lϕ∈  º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè (5.15). Ç öüîãî âèïëèâàº 

òâåðäæåííÿ (Ä.1.3). Âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæí³ñòü (Ä.1.1), îòðèìàºìî 

( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )
1

,
2

1

0, 1,1 ,  ;u t g t dt u t L g t t h t−α −β

−

= ∀ ∈ − ρ = Κϕ −∫ ,  (Ä.1.4) 

äå ( ) [ ]( ),
2 1,1 ,t L −ν −μϕ ∈ − ρ  âèçíà÷àºòüñÿ çà âåêòîðîì ϕ  ôîðìóëîþ 

(5.16). Çà ðàõóíîê îáìåæåíîñò³ σ  òà óìîâè (5.13) ôóíêö³ÿ ( )g t  ç 

(Ä.1.4) íàëåæèòü [ ] ( )( ),
2 1,1 ,L tα β− ρ . 

Òàêèì ÷èíîì, ç (Ä.1.4) âèïëèâàº, ùî ( )tϕ  — ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
(5.10). 

Òåîðåìó äîâåäåíî. 
Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (5.14) áóäóºòüñÿ çà 

äîïîìîãîþ ìåòîäó ðåäóêö³¿: 

 
( )

{ }( ) ( )

0,

;

; 0, 1, ;

N N

N N
N k kk

Y D h

k N

σ

= ∞

+ ϕ =

ϕ = ϕ ϕ = = + ∞
 

    { } { }( ) ( ) ( )

0 , 0,

1, 0,
; ; ;

0, 1,

N N N
N k k N kj k kk k j

k N
h h D d

k N

∞

= = ∞

⎧ =⎪= η = η η = ⎨
= + ∞⎪⎩

  (5.18) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,

0

,  .
N

N
N N N k k

k

t t t t p tν μ ν μ

=

ϕ = ρ ψ ψ = ϕ∑   (5.19) 

Ôîðìóëà (5.19) âèçíà÷àº íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³â-
íÿííÿ (5.10), (5.11), (5.12) çà íàáëèæåíèì ðîçâ’ÿçêîì (5.18) íåñê³í-
÷åííî¿ ñèñòåìè (5.14). 

Ó çîáðàæåíí³ (5.16) ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (5.10) ôóíêö³ÿ 

( ) [ ] ( )( ),
2 1,1 ,t L tν μψ ∈ − ρ . Àëå öÿ ôóíêö³ÿ ìîæå íàëåæàòè ³ á³ëüø âóçü-

êîìó êëàñó, òîáòî áóòè íåïåðåðâíîþ, àáî äåÿêå ÷èñëî ðàç íåïåðåðâíî-
äèôåðåíö³éîâàíîþ. 

Ç’ÿñóºìî äàë³, çà ÿêèõ äîñòàòíüî çàãàëüíèõ îáìåæåíü íà ÿäðî 

( ),D t τ , ïðàâó ÷àñòèíó ( )h t  òà íà ïîñë³äîâí³ñòü âëàñíèõ ÷èñåë 
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{ }
0k k

∞

=
σ = σ  ìîæíà ãàðàíòóâàòè ïåâíèé ñòóï³íü ãëàäêîñò³ ôóíêö³¿ ( )tψ  
ó çîáðàæåíí³ (5.16) ðîç’ÿçêó ð³âíÿííÿ (5.10), (5.11), (5.12). Â³äîêðåìè-
ìî â³äïîâ³äí³ ö³ì îáìåæåííÿì êëàñè äëÿ ( ) ( ), , D t h tτ  ³ σ  òà îòðèìàº-
ìî îö³íêè, ùî âèçíà÷àþòü ïîðÿäîê øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ íàáëèæåíèõ 
ðîçâ’ÿçê³â (5.18), (5.19) äî â³äïîâ³äíèõ òî÷íèõ. 

Ñïåðøó äîâåäåìî ëåìó. 

Ëåìà 1.1. Íåõàé íåïåðåðâíà ó ³íòåðâàë³ 1 1x− < <  ôóíê-

ö³ÿ ( )f x  ìàº ïîõ³äíó ( ) [ ] ( )( )1, 1
2' 1,1 ,  , , 1f x L xα+ β+∈ − ρ α β > − . Òîä³ 

( ) [ ] ( )( ),
2 1,1 ,f x L xα β∈ − ρ  òà ( )( ) 1

1f x x
α+

− ( ) 1
1 0, 1x x

β+
+ → → ± . 

Äîâåäåííÿ. 
Ìàºìî 

 ( ) ( ) ( )
0

0 ' .
x

f x f f t dt= + ∫   (Ä.1.5) 

Çîáðàçèìî ôóíêö³þ ( )'f t  ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 11, 1 2 2 2 2 2' ' 1 1 .f t f t t t t

βα− − − −α+ β+⎡ ⎤= ρ − +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Âèêîðèñòàºìî íåð³âí³ñòü Êîø³-Áóíÿêîâñüêîãî 

 ( ) ( )
2

*

0

' ; ,
x

f t dt F x≤Μ α β∫ , 

 ( ) ( )
1

2 1, 1
*

1

' ,f x x dxα+ β+

−

Μ = ρ∫  

 ( ) ( ) ( )1 1

0

; , 1 1 .
x

F x t t dt
− −α − −β

α β = − +∫   (Ä.1.6) 

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ( ); ,F x α β  çàäîâîëüíÿº íàñòóïí³ îö³íêè ïðè 
0 1x≤ ≤  

 ( ) ( )
( )

1

1

, 1 0;

; , ln 1 , 0;

1 , 0.

F x x

x

−

− −α

⎧ α − < α <
⎪⎪α β ≤ − − α =⎨
⎪
α − α >⎪⎩

  (Ä.1.7) 

Îñê³ëüêè ( ) ( ); , ; ,F x F xα β = − β α , òî ï³ñëÿ çàì³íè ó (Ä.1.7) α  íà β  
îòðèìàºìî àíàëîã³÷í³ îö³íêè íà ³íòåðâàë³ 1 0x− < ≤ . 
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Ó â³äïîâ³äíîñò³ äî âèùåçàçíà÷åíîãî, çîáðàæåííÿ (Ä.1.5) òà îö³íêè 
(Ä.1.6) òà (Ä.1.7) çàáåçïå÷óþòü ñïðàâåäëèâ³ñòü îáîõ òâåðäæåíü ëåìè. 

Ëåìó äîâåäåíî. 

Âèçíà÷åííÿ 1. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ôóíêö³ÿ ( )f x  íàëåæèòü êëàñó 
( ){ }2 ,nL α β , ÿêùî ¿¿ ïîõ³äí³ ( )( ), 0, 1kf x k n= −  º íåïåðåðâíèìè ó ³íòåðâàë³ 

1 1x− < <  òà ( ) ( ) [ ] ( )( ),
2 1,1 , ,n n nf x L xα+ β+∈ − ρ  , 1α β > − . 

ßêùî ( ) ( ){ }2 ,nf x L∈ α β , òî çà ðàõóíîê ëåìè 1.1 ìàºìî 
( ) ( ) [ ] ( )( ),

2 1,1 ,  , 0, ;k k kf x L x k nα+ β+∈ − ρ =  

 ( ) ( )( ) ( )1 1

1
lim 1 1 0, 0, 1

k kk

x
f x x x k n

α+ + β+ +

→±
− + = = − , , 1α β > − .  (5.20) 

Ïðîñò³ð ( ){ }2 ,nL α β  ìîæíà çðîáèòè ã³ëüáåðòîâèì, ÿêùî ââåñòè â 
íüîìó òàêèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê: 

 [ ]( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1 11
, , ,

0 1 1

,
n

k kk k k k
kn

k

f f t t dt d
−

α β α+ β+ α+ β+

= − −

ψ = λ ρ ψ τ ρ τ τ +∑ ∫ ∫  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

,

1

; 1; 1;n n n nf t t t dtα+ β+

−

+ ψ ρ α > − β > −∫  

 ( )1, 2 12 1, 1 ;k
k B k k

−α β α+β+ +⎡ ⎤λ = α + + β+ +⎣ ⎦  

 ( ) ( ){ } ( ) [ ]( )( )
2

1
2

,
, .n nL n

f t f t f f
α β

= =   (5.21) 

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê (5.21) ââåäåíî íà âèïàäîê ïðîñòîðó ä³éñíî-
çíà÷íèõ ôóíêö³é. ßêùî ó (5.21) çàñòîñóâàòè çíàê êîìïëåêñíîãî ñïðÿ-
æåííÿ íàä â³äïîâ³äíèìè ìíîæíèêàìè, îòðèìàºìî ñêàëÿðíèé äîáó-
òîê äëÿ ïðîñòîðó êîìïëåêñíî-çíà÷íèõ ôóíêö³é. 

Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòîðè ( ){ }2 ,nL α β  óïîðÿäêîâàí³ çà âêëþ÷åííÿ-
ìè: 

 

[ ] ( )( )
( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }

,
2

0 1 2
2 2 2 2

1,1 ,

, , , ... , ...n

L x

L L L L

α β− ρ =

= α β ⊃ α β ⊃ α β ⊃ ⊃ α β ⊃    (5.22) 

Òàêîæ ââåäåìî êëàñ ôóíêö³é 

 ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ },
2 2, : , ,  ;n nx f x L x f x xα βΜ α β = ϕ ∃ ∈ α β ϕ = ρ  

 ( ){ } [ ] ( )( ),
2 2, 1;1 ,n L x−α −βΜ α β ⊂ − ρ .  (5.23) 
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Âèçíà÷åííÿ 2. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîñë³äîâí³ñòü { }
0k k

S S
∞

=
=  íàëå-

æèòü äî êëàñó nT , ÿêùî , , 0a A a A∃ < ≤  òàê³, ùî 

 ( )1 , 0,
n

ka S k A k
−

≤ + ≤ ∀ = ∞ . 

Íàäàë³ âèêîðèñòîâóâàòèìå ïîçíà÷åííÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1n
k n n

k n kξ α β = − + +α +β+ , 

 ( ) ( )
( )( )
( )( )

, , 0, 1,
, ;

, , , .

k
kn

k k n
k

k n
S S n

k n

⎧ξ α β = −⎪= α β = ⎨
ξ α β = ∞⎪⎩

  (5.24) 

ßê áà÷èìî, ïîñë³äîâí³ñòü ( ) ( ){ }
0

n n
k

k
S S

∞

=
=  ç (5.24) íàëåæèòü êëàñó 

, 0,1,2,...nT n =  . 

Òåîðåìà 1.2. Ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( ) ( )
1

,

1

, 0,k kf f x q x dx kα β

−

= = ∞∫   (5.25) 

 ( ) ( ) ( ),

0

, 1,1k k
k

f x f p x x
∞

α β

=

= ∈ −∑   (5.26) 

âèçíà÷àþòü âçàºìíî îäíîçíà÷íó â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ ïðîñòîðîì ôóíêö³é 
( ){ }2 , , , 1nL α β α β > −  òà ïðîñòîðîì ïîñë³äîâíîñòåé ( )2

2
nl  ç íîðìîþ 

 
( )

( )
1

22 2

2
0

n
k kn

k

f S f
∞

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ , ( ) ( ){ }

0

n n
k n

k
S S T

∞

=
= ∈ ,  (5.27) 

äå ( )n
kS  âèçíà÷åí³ ó (5.24). Â³äïîâ³äí³ñòü (5.25), (5.26) º ³çîìîðô³çìîì, 

òîáòî ôóíêö³ÿ ( )f x  òà ïîñë³äîâí³ñòü { }
0k k

f f
∞

=
=  ìàþòü îäíàêîâ³ íîð-

ìè (5.21), (5.27) — 

 ( ) ( ){ } ( )2 , 2
.nL n

f x f
α β

=   (5.28) 

ßêùî ( ) ( ){ }2 ,nf x L∈ α β , òî ðÿäè, ùî âèðàæàþòü ïîõ³äí³ ôóíêö³¿ 

( )f x  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ),,j j j j
k k k j

k j

f x f p x
∞

α+ β+
−

=

= ξ α β∑   (5.29) 

äëÿ 0, 1j n= −  çá³ãàþòüñÿ ð³âíîì³ðíî íà ñåãìåíò³ [ ]1 ;1− + ε − ε  äëÿ êîæ-
íîãî ô³êñîâàíîãî 0ε > . Ïðè j, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåð³âí³ñòü 
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 ( )0 2 , 1jj n≤ < −λ α β −  

 ( ) ( )
( )

max , , 1 / 2 , 0
,

max , , 1j

j

j

⎧ α β − =⎪λ α β = ⎨ α β ≥⎪⎩
  (5.30) 

( ) ( ) [ ]1,1jf x C∈ −  òà ðÿäè (5.29) çá³ãàþòüñÿ äî ( ) ( )jf x  ð³âíîì³ðíî íà ñåã-
ìåíò³ [ ]1,1− . 

Äîâåäåííÿ. 
Äëÿ äîâåäåííÿ ïîòð³áí³ â³äîì³ ôîðìóëè äèôåðåíö³þâàííÿ ïîë³íî-

ì³â ßêîá³ [3], ÿê³ â ïîçíà÷åííÿõ (5.11) çàïèøóòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: 

 ( ) ( )( ) ( ), ,, , ;
n

n n n
k k k nn

d
p x p x k n

dx
α β α+ β+

−= ξ α β ≥  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ), ,1 , , ;
n

n nn n
k n k kn

d
q x q x k n

dx
α+ β+ α β
− = − ξ α β ≥  

 ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1 ;n
k n n

k n kξ α β = − + +α +β+  

 ( ) ( ) ( )( )0
0, 0, ; , 1n

k k nξ α β > ≥ ξ α β =   (Ä.1.8) 

Êð³ì òîãî, ïîòð³áíà îö³íêà [14] 

 
[ ]

( ) ( ) ( ),

1;1
max 1 , 0, , 1 ;

s

kt
p t A k kα β

∈ −
≤ + = ∞ α β > −  

 ( ) ( )0 , ; 1 / 2 max , , 1 / 2A A s< = α β < ∞ = + α β −   (Ä.1.9) 

òà àñèìïòîòè÷íå ïîäàííÿ [14] 

 ( ) ( )
( ) ( )

,
* 1/2 1/2

cos 1
cos ;

cos( / 2) sin( / 2)
n

N
p R O

n
α β

β+ α+

θ − γ ⎛ ⎞θ = + ⎜ ⎟
⎝ ⎠θ θ

 

     ( ) ( )1 11 ,2 22
N n

π
= + α +β+ γ = α + , ( )* * ,R R= α β < ∞ ,  (Ä.1.10) 

â ÿêîìó îö³íêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíó ð³âíîì³ðíà íà ñåãìåíò³ [ ],ε π − ε  äëÿ 
0ε > . 
Òåïåð áåçïîñåðåäíüî ïî÷íåìî äîâåäåííÿ òåîðåìè (1.2). 

Íåõàé ( ) ( ){ }2 , , , 1nf x L∈ α β α β > − . Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (5.20), 
(Ä.1.8) ïðî³íòåãðóºìî ÷àñòèíàìè ó çîáðàæåíí³ (5.25) êîåô³ö³ºíò³â 
Ôóð’º — ßêîá³ ôóíêö³¿ ( )f x . Òîä³ ìàòèìåìî: 



58

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

,

1

, , ,n n n n
k k k nf f x q x dx k nα+ β+

−
−

ξ α β = = ∞∫  

      ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1/2, ,

1`

, , 0, 1k k k k
k k kf f x x dx k nα β α+ β+

−

ξ α β = λ ρ = −∫   (Ä.1.11) 

Çàïèøåìî ð³âí³ñòü Ïàðñåâàëÿ äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ðîçâèíåííÿ ôóíê-

ö³¿ ( ) ( )nf x  çà ïîë³íîìàìè ( ), , ,n n
k np x k nα+ β+
− = ∞ . Ï³äñòàâèìî äî íå¿ çî-

áðàæåííÿ öèõ êîåô³ö³ºíò³â ó âèãëÿä³ (Ä.1.11). Îòðèìàíèé âèðàç òà 
äðóãà ôîðìóëà ç (Ä.1.11) ç óðàõóâàííÿì (5.27) äîçâîëÿþòü çàïèñàòè 
íîðìó (5.21) ôóíêö³¿ ( )f x  íàñòóïíèì ÷èíîì: 

 ( ) ( )
( )

2 2

0( ) 2

n
k kkn n

f x S f f
∞

=
= =∑ . 

Ç öüîãî âèïëèâàº { } ( )2
20,

n
k k

f f l
= ∞

= ∈ . ßêùî öå òàê, òî ðîçãëÿíåìî 

ôóíêö³þ ( )f x , ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç f  çà ôîðìóëîþ (5.26), à òà-

êîæ ¿¿ ïîõ³äí³ ( ) ( ), 0, 1jf x j n= − . Âðàõîâóþ÷è (Ä.1.8), ìîæíà (ïîêè ùî 

ôîðìàëüíî) çàïèñàòè çîáðàæåííÿ (5.29) äëÿ ( ) ( )jf x . 
Âèêîðèñòîâóþ÷è íåð³âí³ñòü Êîø³ — Áóíÿêîâñüêîãî, ìàòèìåìî 

 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

1/2

2

2

, ;

, , 0, 1.

j n
k k jn

k n

n n j
j k

k n

f f A

A j j j n

∞

=

−∞
−

=

⎡ ⎤ξ α β ≤ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ξ α + β+ = −⎣ ⎦

∑

∑
  (Ä.1.12) 

Çà ðàõóíîê (Ä.1.10) òà (Ä.1.12) ðÿäè (5.29) äëÿ 0, 1j n= −  çá³ãàþòü-
ñÿ äî â³äïîâ³äíèõ ïîõ³äíèõ ôóíêö³é ( )f x  ð³âíîì³ðíî íà ñåãìåíò³ 

[ ]1 ;1− + ε − ε  äëÿ êîæíîãî ô³êñîâàíîãî 0ε > . Îòæå, ( ) ( ), 0, 1jf x j n= −  
º íåïåðåðâíèìè ó ³íòåðâàë³ 1 1x− < < . 

Îñê³ëüêè ( )2
2

nf L∈ , òî çà ðàõóíîê (5.27) ðÿä (5.29) ïðè j n=  âèçíà÷àº 

ôóíêö³þ ç êëàñó [ ]( ),
2 1;1 , n nL α+ β+− ρ , íåâèçíà÷åíèé ³íòåãðàë Ëåáåãà ÿêî¿ 

â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ( ) ( )1nf x−  íà ñòàëó. Òàêèì ÷èíîì, ( ) ( ){ }2 ,nf x L∈ α β . 

Ïîêàæåìî, ùî ðÿä (5.29) º ð³âíîì³ðíî çá³æíèì íà ñåãìåíò³ [ ]1;1− . 
Ó â³äïîâ³äíîñò³ äî íåð³âí³ñò³ (Ä.1.9) äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî 
ðÿä 

 ( ) ,
0

11 2 2k j
k

k f j
∞

γ

=

+ γ = + λ +∑  
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ïðè j , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü íåð³âí³ñòü (5.30), çá³ãàºòüñÿ àáñîëþòíî. 
Îñòàííº ìîæíà çðîáèòè çà äîïîìîãîþ íåð³âíîñò³ Êîø³ — Áóíÿêîâ-

ñüêîãî, âðàõîâóþ÷è, ùî ( )2
2

nf l∈ . 
Òåîðåìó äîâåäåíî. 
Çàóâàæèìî, ùî ãðàíèö³ çì³íè j  ó íåð³âíîñò³ (5.30) ïîøèðèòè íå 

ìîæíà. Â³äïîâ³äíèé êîíòðïðèêëàä íàâåäåíî äàë³. 
Íåõàé 

( ) ( ) [ ] 1
0

11, 0; 0,0 0; ln , 0 , 0 ,2n f x x x e
γ −= α = β = λ = = − ≤ ≤ < γ <  

 ( ) ( )
1

2 1 2
2 2

0 1

'
e dt

f x x e x dx
t

− ∞
−

− γ− ≤ γ < ∞∫ ∫ . 

Á³ëüø çàãàëüí³ êîíòðïðèêëàäè ïðèíöèïîâî íå â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä 
íàâåäåíîãî âèùå. 

Ç òåîðåìè 1.2 âèïëèâàº íàñòóïíèé íàñë³äîê. 

Íàñë³äîê 1.1. Ôîðìóëè (5.25), (5.26) ðåàë³çóþòü âçàºìíî îäíîçíà÷-
íó â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ ïðîñòîðîì [ ]1,1C∞ −  íåñê³í÷åííå ÷èñëî ðàç íå-
ïåðåðâíîäèôåðåíö³éîâàíèõ íà ñåãìåíò³ [ ]1;1−  ôóíêö³é òà ã³ëüáåðòî-

âèì ïðîñòîðîì øâèäêî ñïàäàþ÷èõ ïîñë³äîâíîñòåé 
( )

2 2
0

k

k

l l
∞

∞

=

=∩ . 

Âèçíà÷åííÿ 3. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ôóíêö³ÿ ( ),g t τ  íàëåæèòü êëà-

ñó ( ){ },
2 , ; ,n mL vα β μ , ÿêùî âèêîíàíî íàñòóïí³ óìîâè: 

1) ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ ( ) ( ), ,k jg t τ  ïðè 0, 1, 0, 1k n j m= − = −  íåïåðåðâí³ 
íà ìíîæèí³ 1 1, 1 1t− < < − < τ < ; 

2) ïîõ³äí³ ( ) ( ), , , 0, 1k mg t k nτ = −  íåïåðåðâí³ çà çì³ííîþ t  ó ³íòåð-
âàë³ 1 1t− < <  ìàéæå äëÿ âñ³õ ( )1;1τ∈ −  òà äëÿ êîæíîãî ô³êñîâàíîãî 

( )* 1; 1t ∈ − +  

 ( ) ( ) [ ] ( )( ), ,
* 2, 1,1 ,m m mg t L tκ ν+ μ+τ ∈ − ρ  

3) ïîõ³äí³ ( ) ( ), , , 0, 1n jg t j mτ = −  íåïåðåðâí³ çà çì³ííîþ τ  ó ³íòåð-
âàë³ 1 1− < τ <  ìàéæå äëÿ âñ³õ ( )1,1t∈ −  òà äëÿ êîæíîãî ô³êñîâàíîãî 

( )* 1,1τ ∈ −  

 ( ) ( ) [ ] ( )( ), ,
* 2, 1;1 , ;n j n ng t L tα+ β+τ ∈ − ρ  

 4) ( ) ( ) [ ][ ] ( ) ( )( ), , ,
2, 1,1 1,1 ,n m n n m mg t L tα+ β+ ν+ μ+τ ∈ − − ρ ×ρ τ . 
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Êëàñ òàêèõ ôóíêö³é óòâîðþº ã³ëüáåðòîâèé ïðîñò³ð ç³ ñêàëÿðíèì äî-
áóòêîì [ ]( ),

,
n m

g h  òà íîðìîþ ( ),n m
g , ùî âèçíà÷åí³ ôîðìóëîþ (Ä.1.13). 

Ìàº ì³ñöå äâîâèì³ðíèé àíàëîã òåîðåìè 1.2. 

Òåîðåìà 1.3. Ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( ) ( ) ( ), ,

0 0

, kj k j
k j

g x y g p x p y
∞ ∞

α β ν μ

= =

=∑∑ , 

 ( ) ( )1,1 , 1,1 ; , , , 1x y∈ − ∈ − ν μ α β > − , 

 ( ) ( ) ( )
1 1

, ,

1 1

,kj k jg g x y q x q y dydxα β ν μ

− −

= ∫ ∫   (5.31) 

âèçíà÷àþòü âçàºìíî îäíîçíà÷íó â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ ïðîñòîðîì ôóíêö³é 
( ){ },
2 , ; ,n mL α β ν μ  òà ïðîñòîðîì ( ) ( ) ( )2 ,2 2 2

2 2 2
n m n ml l l= ⊗  íåñê³í÷åííîâèì³ðíèõ 

ìàòðèöü { }
, 0,kj k j

G g
= ∞

=  ç³ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì 

 ( )
( ) ( )2 2

2 ,2
0 0

, ;n m
k j kj kjn m

k j

G H g h
∞ ∞

= =

= ξ η∑∑  

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
0 0

; ;n n m m
k n k m

k k
T T

∞ ∞

= =
ξ = ξ ∈ η = η ∈  

 { } { }
, 0, , 0,

; ;kj kjk j k j
G g H h

= ∞ = ∞
= =  

 ( ) ( ) ( ) ( ), ; , , ; , 0, ;n m
k k k kS n S m kξ = α β η = ν μ = ∞  

 ( ) ( )( )
1

2

2 ,2 2 ,2
, ,

n m n m
G G G=   (5.32) 

äå ( ) ( ), ;n
kS nα β  âèçíà÷åí³ ó (5.24). 

Â³äïîâ³äí³ñòü (5.31) º ³çîìîðô³çìîì, òîáòî ìàòðèöÿ G  òà ôóíêö³ÿ 

( ),g x y , ùî ïîâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿì (5.31), ìàþòü îäíàêîâ³ íîðìè 
(5.32), (Ä.1.13) 

 ( ) ( ) ( )2 ,2,
, .

n mn m
g x y G=   (5.33) 

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó Ôóá³í³, äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.3 ïðîâîäèòüñÿ 
àíàëîã³÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.2. 

Íîðìà òà ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîð³ ( ){ },
2 , ; ,n mL α β ν μ  

 [ ]( )
( ) ( ) [ ] [ ]

1 1
, ,

, ,,
0 0

,
n m

k j k j k jn m
k j

g h I g I h
− −

α β ν μ

= =

= λ λ +∑∑  
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 ( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )
11

, ,

0 1

n
m m

k k k
k

u g y u h y y dy
−

α β ν+ μ+

= −

+ λ ρ +∑ ∫  

 ( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )
11

, ,

0 1

m
n m

j j j
j

V g x V h x x dx
−

ν μ α+ β+

= −

+ λ ρ +∑ ∫  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

, , , ,

1 1

, , ;n m n m n n m mg x y h x y x y dydxα+ β+ ν+ μ+

− −

+ ρ ρ∫ ∫  

 [ ] ( )( ) ( ) ( )
1 1

, , ,
,

1 1

, ;k j k k j j
k j g g x y x y dydxα+ β+ ν+ μ+

− −

Ι = ρ ρ∫ ∫  

 [ ]( ) ( )( ) ( )
1

, ,

1

, ;k m k k
ku g y g x y x dxα+ β+

−

= ρ∫  

      [ ]( ) ( )( ) ( )
1

, ,

1

, ;n k k k
kV g x g x y y dyν+ μ+

−

= ρ∫  ( ) ( )
1

2

, ,
,

n m n m
g g g⎡ ⎤= ⎣ ⎦   (Ä.1.13) 

, , , 1α β ν μ > − , äå ,α β
κλ  âèçíà÷åí³ ó (5.21). Çàçíà÷èìî, ùî ïðîñòîðè 

( ){ },
2 , ; ,n mL α β ν μ  ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàí³ çà âêëàäàííÿìè 

 ( ){ } ( ){ }1 1, ,
2 2 1 1, ; , , ; , , .n m n mL L n n m mα β ν μ ⊃ α β ν μ ≤ ≤   (5.34) 

Òåîðåìà 1.4. Íåõàé îäíîð³äíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (5.10) (ðàçîì ç 

(5.11), (5.12)) ìàº ó ïðîñòîð³ [ ] ( )( ),
2 1;1 ,L t−ν −μ− ρ  ò³ëüêè òðèâ³àëüíèé 

ðîçâ’ÿçîê 

 ( ) [ ] ( )( ) ( ),
20, 1;1 , 0t L t t−ν −μΚϕ = ϕ ∈ − ρ ⇒ ϕ =   (5.35) 

Ïîñë³äîâí³ñòü âëàñíèõ ÷èñåë îïåðàòîðà { }
0k k

∞

=
Π −σ = σ , ÿäðî ( ),D t τ  

òà ïðàâà ÷àñòèíà ( )h t  çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïí³ óìîâè: 

 { } ( )0,
, 0;k mk

T m−= ∞
σ = σ ∈ ≥   (5.36) 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ },0
2 2, , ; , , , ; .n nD t L h t L n mτ ∈ α β ν μ ∈ α β ≥   (5.37) 

Òîä³ ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (5.10) ìàº ó ïðîñòîð³ [ ] ( )( ),
2 1;1 ,L t−ν −μ− ρ  ºäè-

íèé ðîçâ’ÿçîê ( ) ( ){ }2 ,n mt −ϕ ∈Μ ν μ , äå ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }{2 2, : ,k kx f x LΜ α β = ϕ ∃ ∈ α β , 

( ) ( ) ( )}, ;x f x p xα βϕ =  ( ){ } [ ] ( )( ),
2 2, 1;1k L p x−α −βΜ α β ⊂ − . 

Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ðåäóöèðîâàíî¿ ñèñòåìè ( )N tϕ =  ( ) ( ), ,Nt tν μρ ψ

( ) ( ) ( ),

0

N
N

N k k
k

t p tν μ

=

ψ = ϕ∑  çá³ãàºòüñÿ òîä³ äî òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó (5.16), (5.15), 
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(5.14) ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (5.10), ïðè÷îìó ìàþòü ì³ñöå íàñòóïí³ 

îö³íêè ïîðÿäêó çá³æíîñò³ çà íîðìàìè ( ) ( ) [ ]( )( )( )1/2

,
n n

f t f f= : 

 ( ) ( ) ( ){ }
( )

2 ,s

n m s
N NL

t t N −χ − −

ν μ
ψ −ψ ≤ ,  (5.38) 

( ) ( )0, , max 0, 1 / 2 ; 0,Ns n m k k N= − χ = − → →∞  äëÿ ôóíêö³é 

( ) ( ), Nt tψ ψ  ç çîáðàæåííÿ (5.16), (5.19). 

Îòðèìàíî îö³íêó ³ äëÿ ïîõ³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â ( ) ( )j tψ . ßêùî j  çàäî-
âîëüíÿº íåð³âí³ñòü 

 0 2 1,jj n m≤ < − −λ −  

 ( ) ( )
( )

max , , 1 / 2 , 0
,

max , , 1,j j

j

j

⎧ ν μ − =⎪λ = λ ν μ = ⎨ ν μ ≥⎪⎩
  (5.39) 

à ïîõ³äí³ ( ) ( )j tψ  — íåïåðåðâí³ íà ñåãìåíò³ [ ]1;1− , òî ìàþòü ì³ñöå íà-
ñòóïí³ îö³íêè: 

 
[ ]

( ) ( ) ( )( ) ( )2 1

*1;1
max jn m jj j

N Nt
t t R N

− − − −λ −

∈ −
ψ −ψ ≤ Η , 

   ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ),0 2 1, , ,
N

j N j j j
j N k k j

k j

j n m t p tν+ μ+
κ −

=

≤ < − −λ − ψ = ϕ ν μ ξ ν μ∑   (5.40) 

 *0 ; 0,NR N< < +∞ Η → →∞ . 

Äîâåäåííÿ. 
Âðàõîâóþ÷è âèðàçè (5.22), (5.34) ç òåîðåìè 1.1, îòðèìàºìî, ùî 

³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (5.10), (5.12) º åêâ³âàëåíòíèì äî íåñê³í÷åííî¿ 
ñèñòåìè (5.14), (5.15), ÿêó ó â³äïîâ³äíîñò³ ç (5.36) ìîæíà çàïèñàòè ó 
ôîðì³ 

 ( ) 1; ;f f I h−
σΙ + Α ϕ = =  

 { }11 1
,

, 0,
; .k j

k j
I D I

−− −
σ σ κ

= ∞
Α = = σ δ   (Ä.1.14) 

Òîä³ ó â³äïîâ³äíîñò³ äî òåîðåìè 1.1 ç óìîâè (5.35) âèïëèâàº, ùî 
îäíîð³äíå ìàòðè÷íå ð³âíÿííÿ (Ä.1.14) ìàº ó ïðîñòîð³ 2l  ò³ëüêè òðè-
â³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê. À ç öüîãî, â ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâàº, ùî îäíîð³äíå 
ð³âíÿííÿ (Ä.1.14) ìàº ò³ëüêè òðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ³ ó á³ëüø âóçüêèõ 
ïðîñòîðàõ 
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 ( )2
2 * *, 0, ; .sl s n n n m= = −   (Ä.1.15) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøó óìîâó (5.37), ïîêàæåìî, ùî ìàòðè÷íèé 

îïåðàòîð 1I D−
σΑ =  ç (Ä.1.14) íàëåæèòü ïðîñòîðó ( ) ( )( )2 2

2 2, , 0,s sB l l s n=  
(òóò ( ),B x y  — áàíàõîâèé ïðîñò³ð ë³í³éíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîð³â, 
ùî ä³þòü ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X  â áàíàõîâèé ïðîñò³ð Y ) º ö³ë-
êîì íåïåðåðâíèì. Îòðèìàºìî òàêîæ íåîáõ³äí³ ó íàñòóïíîìó îö³íêè 

( ) 2
 2

,sNΑ −Α  *0,s n= , äå 

 1
N NI D−

σΑ =   (Ä.1.16) 

– º îïåðàòîð, ùî ïîðîäæåíèé ðåäóöèðîâàíîþ ìàòðèöåþ ç (5.18), à 

íîðìà ( ) 2
 

s
s

 — öå íîðìà îïåðàòîðà ç ( ) ( )( )2 2
2 2,s sB l l . 

Ó â³äïîâ³äíîñò³ äî òåîðåìè 1.3. ç (5.37) âèïëèâàº, ùî ìàòðèöÿ 
( )*2 ,01
2

nI D l−
σΑ = ∈ , à äëÿ íîðì (5.32) ö³º¿ ìàòðèö³ ìàºìî 

 ( ) *2 ,0
, 0, ;

s
s nΑ < +∞ =  

 ( )*2 ,0
0, ;N Nn

C NΑ−Α ≤ → →∞  

 ( ) ( ) ( ) ( )* *

1
2

2 1/2
*2 ,0

1

1 , 0, 1
n s n s

N N Ns
k N

C k C N s n
∞

− − − − −

= +

⎛ ⎞
Α − Α ≤ + ≤ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 

Äàë³, ïðîâîäèìî ì³ðêóâàííÿ àíàëîãè÷íî äî [6]. Ï³ñëÿ ÷îãî çàñòî-
ñóºìî íåð³âí³ñòü Êîø³ — Áóíÿêîâñüêîãî: 

 ( ) ( ) ( )2 *2 , 2 2 ,0
, 0, ;s s s ss

s n
−

Α ≤ Α ≤ Α < ∞ =  

 
*
2

2
0, ;N Nn

C N⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Α − Α ≤ → →∞  

 ( )
( )* 1/2

 2
 2

,n s
sN NC N N− − −Α − Α ≤ →∞ .  (Ä.1.17) 

Òàêèì ÷èíîì, ìàòðè÷íèé îïåðàòîð ( ) ( )( )2 21
2 2 *, , 0,s sI D B l l s n−

σΑ = ∈ =  
º ö³ëêîì íåïåðåðâíèì ÿê ãðàíèöÿ ïîñë³äîâíîñò³ êîìïàêòíèõ îïåðàòî-
ð³â [6], ùî çá³ãàþòüñÿ çà îïåðàòîðíîþ íîðìîþ (îïåðàòîðè 1

N NI D−
σΑ =  

(Ä.1.16) ä³þòü ó ñê³í÷åíîâèì³ðí³ ï³âïðîñòîðè). 
Ðåàë³çóþ÷è äðóãó óìîâó ç (5.37) çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 1.2, çíà-

éäåìî 

 ( )*21 1
2 ; ;n

N Nf I h l f I h− −
σ σ= ∈ =  
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( )*2

0, ;N Nn
f f F N− = → →∞  

 
( )

( )* 1/2
*2

, 0, 1.n s
N Ns

f f F N s n− − −− ≤ = −   (Ä.1.18) 

ßêùî âèêîðèñòàòè ïåðøó ÷àñòèíó àëüòåðíàòèâè Ôðåäãîëüìà [5], 
îòðèìàºìî, ùî ìàòðè÷íå ð³âíÿííÿ (Ä.1.14) º îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿçóâà-

íèì ó ( )2
2 *, 0,sl s n=  äëÿ áóäü-ÿêî¿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè ( )2

2 *, 0,sf l s n∈ = , îòæå, 
çà òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð [5] ìàòðè÷íèé îïåðàòîð 
Ι + Α  ç (Ä.1.14) ìàº îáìåæåíèé îáåðíåíèé 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 12 2

 22 2 *
 2

, , 0, ;s s
s sB l l s n

− −
Ι + Α ∈ = Ι + Α = Γ < ∞   (Ä.1.19) 

Ó â³äïîâ³äíîñò³ äî (Ä.1.18) ( )*2
2

nf l∈ , ç öüîãî âèïëèâàº ( )*2
2

nlϕ∈ . Çà 

òåîðåìîþ 1.2 ìàºìî ( ) ( ){ }*

2 ,nt Mϕ ∈ ν μ  (5.23). 
Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî âèêîíàíî óìîâè (5.35), (5.36), (5.37), òî ³íòå-

ãðàëüíå ð³âíÿííÿ (5.10) º îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿçóºìèì ó êëàñ³ ôóíêö³é 

[ ] ( )( ),
2 1,1 ,L t−ν −μ− ρ , ïðè÷îìó ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (5.10) íàëå-

æèòü á³ëüø âóçüêîìó êëàñó ( ){ }2 ,n mM − ν μ  (5.23). 
Äëÿ îö³íêè ïîðÿäêó çá³æíîñò³ íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â (5.18) òà 

(5.19) äî òî÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (5.15) òà ³íòåãðàëü-
íîãî ð³âíÿííÿ (5.10) âèêîðèñòàºìî â³äïîâ³äíó òåîðåìó ç [6], â³äïîâ³ä-
íî äî íå¿ îïåðàòîð NΙ + Α  ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ N  ìàº îáìåæåíèé 

îáåðíåíèé â ( )2
2 , 0,sl s n m= − , à òàêîæ ìàº ì³ñöå íàñòóïíà îö³íêà 

  ( ) ( )

( ) ( )

( )

2
 2

2 2

2 2
 2
 2

; 0, ,
1

ss N s

N s Ns s
ss N

f
f f s n m

Γ Α−Α
ϕ−ϕ ≤ Γ − + = −

−Γ Α−Α
  (Ä.1.20) 

äå sΓ  — âèçíà÷åííÿ ó (Ä.1.19). 
Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè îö³íîê (Ä.1.17), (Ä.1.18) ó (Ä.1.19) çíàéäåìî 

 ( )
( )

( ) ( )
2

, 0, ;

max 0, 1 / 2 ; 0,

n m s
N Ns

N

R N s n m

j j R N

−χ − −ϕ −ϕ ≤ = −

χ = − → →∞
  (Ä.1.21) 

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1.2 äî (Ä.1.21), îòðèìàºìî îö³íêè (5.38). 
Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ ( )tϕ  (ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (5.10)) íàëåæèòü êëàñó 
( ){ }2 ,n mM − ν μ  (5.23), òî â ñèëó òåîðåìè 1.2 ôóíêö³ÿ ( )tψ  ó çîáðàæåíí³ 

(5.16) ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (5.10) ìàº íåïåðåðâí³ íà [ ]1,1−  ïîõ³äí³ ïî-
ðÿäêó j . Òóò ïîðÿäîê j  âèçíà÷àºòüñÿ íåð³âí³ñòþ (5.30), â ÿêî¿ òðå-
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áà âçÿòè *n n n m= = − . Äëÿ òîãî, ùîá îö³íèòè ð³âíîì³ðíó çá³æí³ñòü 
íàáëèæåíü (5.19) äî ôóíêö³¿ ( )tψ , ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷í³ ð³âíÿííÿ 

(Ä.1.14) ó ïðîñòîð³ ( )
1

ul  ç íîðìîþ 

 ( ) ( )
1

0

1 .u

u

kl
k

k
∞

=

ϕ = + ϕ∑   (Ä.1.22) 

Íîðìó îïåðàòîðà ç ( ) ( )( )1 1,u uB l l  áóäåìî ïîçíà÷àòè 
1

u⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Ìîæíà ïî-

êàçàòè [6], ùî íîðìà ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà ( ) ( )( )1 1,u ul lΑ∈Β  çàäîâîëü-
íÿº íåð³âí³ñòü ( )0u ≥  

 () ( ) ( ) ( )
1/2

2

1 0,0 0 0

1 sup 1 1 ; .
u u u

u kj k k kj
jk k j

k a j k a
∞ ∞ ∞

−

= ∞= = =

⎛ ⎞
Α ≤ + + ≤ + γ γ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ íåð³âí³ñòü çà äîïîìîãîþ íåð³âí³ñò³ Êîø³ — 
Áóíÿê³âñüêîãî, îòðèìàºìî íàñòóïí³ îö³íêè äëÿ íîðìè îïåðàòîðà 

NΑ−Α  (Ä.1.14), (Ä.1.16) 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* *

* *

 
 1 1

1/2
2 1/2

1

1 1

1

u n n
uN k

k N

n u n u
N N

k N

k k

C k C N

∞
−

= +

∞
− − − − −

= +

Α − Α ≤ + γ + ≤

⎛ ⎞
≤ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑ ; 

 ( )*2 ,0
0, .N N n

C N= Α−Α → →∞  

Àíàëîãè÷íî ìàºìî 

 ( )
( )*

1

1/2
*, 0 1 / 2

u

n u
N Nl

f f F N u n− − −− ≤ ≤ < − , 

äå NF  — âèçíà÷àºòüñÿ çà (Ä.1.18). 

Â³çüìåìî äî óâàãè âêëàäåííÿ ( )
1 2, 0,ul l u⊂ ≥  òà îòðèìàºìî, ùî îäíî-

ð³äíå ð³âíÿííÿ (Ä.1.14) ìàº â ( )
1 , 0ul u ≥  ò³ëüêè òðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê. 

Çà òàêèìè æå ì³ðêóâàííÿìè, ÿê ³ ï³ä ÷àñ äîñë³äæåííÿ ìàòðè÷-

íîãî ð³âíÿííÿ (Ä.1.14) ó ïðîñòîðàõ ( )2
2 *, 0,sl s n= , îòðèìàºìî, ùî ó 

ïðèïóùåííÿõ (5.35)–(5.37) ìàòðè÷íå ð³âíÿííÿ (Ä.1.14) îäíîçíà÷íî 

ðîçâ’ÿçóâàíî â ( )
1 *, 0 1 / 2ul u n≤ < −  òà ìàþòü ì³ñöå îö³íêè 

 ( )
( )*

1

1/2
*, 0 1 / 2; 0,u

n u
N N Nl

N u n N− − −ϕ −ϕ ≤ Η ≤ < − Η → →∞   (Ä.1.23) 

Çàñòîñîâóþ÷è îö³íêè (Ä.1.23), (Ä.1.9), îòðèìàºìî (5.40). Òåîðåìó 
äîâåäåíî. 
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Íàñë³äîê 1.2. ßêùî â óìîâàõ òåîðåìè (1.4) âçÿòè 

( ) [ ] ( ) ( ) }{,0
21;1 , , , ; ,h t C D t L ∞∞∈ − τ ∈ α β ν μ = ( ){ } ( ),0

2
0

, ; ,n

n

L n
∞

=

α β ν μ = ∞∩ , òî 
( )
2l
∞ϕ∈ , ( ) [ ]1;1t C∞ψ ∈ − , à òàêîæ 

 ,1, , 0, 1, ;s js j C N∀ = ∞ ∀ = ∞ ∃ < +∞ ∀ = ∞  

 
[ ]

( ) ( ) ( )( ) ,1;1
max j j s

N s jt
t t C N −

∈ −
ψ −ψ < . 

Äëÿ âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè (1.4) ñóòòºâî âàæëèâà íàÿâí³ñòü óìîâè 
(5.35). Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîñòàòíüî øèðîêîãî êëàñó ð³âíÿíü 
öþ óìîâó âèêîíàíî. 

Ïðîäåìîíñòðóºìî öå íà ïðèêëàä³ ð³âíÿííÿ, ÿêå ÷àñòî çóñòð³÷àºòü-
ñÿ íà ïðàêòèö³: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

, , 1,1t t d h t tλ λ
−

Κ ϕ = Κ τ ϕ τ τ = ∈ −∫  

 ( ) ( ) ( ), ,t L t D tλ λΚ τ = − τ + τ ,  (5.41) 

 ( ) 1 1 sgn
ln , 0 1

2

t
L t ctg

tλ = + πλ < λ <
π

. 

Îñê³ëüêè ìàº ì³ñöå ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( ) ( ) ( )
1

, 1 1,

1

k k kL t q d p t−λ λ− λ− −λ
λ

−

− τ τ τ = σ∫  

 ( )1;1 ; 0,t k∈ − = ∞ , 

 ( ) 1 1sin , 1,k k k
− −σ = πλ = ∞   (5.42) 

 ( ) ( )0 sin / 2 ln2 1 1ctgσ πλ = π πλ − −ψ −λ +ψ , 0 Re 1< λ < , 

òî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ ç ÿäðîì (5.41) º ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ð³âíÿí-
íÿ (5.10–5.12), ÿêùî âçÿòè 

 1,α = μ = λ − β = ν = −λ .  (5.43) 

Ç (5.42) âèïëèâàº, ùî äëÿ ð³âíÿííÿ (5.41) â óìîâ³ íà âëàñí³ ÷èñëà 

(5.36) ìîæíà âçÿòè 1m = .  (5.44) 

ßêùî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (5.41) ðîçøóêóºòüñÿ â êëàñ³ ôóíêö³é 
ä³éñíîçíà÷íèõ, òî óìîâó (5.35) áóäå âèêîíàíî, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó, 
êîëè êâàäðàòè÷íà ôîðìà 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

, ,t t d dtλ λ
− −

Κ ϕ ϕ = Κ τ ϕ τ ϕ τ∫ ∫   (5.45) 

º äîäàòíüîþ íà ë³í³éíîìó áàãàòîâèä³ 

 [ ] [ ]
1

1;1 1,1pp
L U L

>
− = −   (5.46) 

ùî âèçíà÷àº 

 ( ) ( ) [ ]0 , , 1,1 ;t Lλ≤ Κ ϕ ϕ < ∞ ∀ϕ ∈ −  

 ( ) ( ) [ ] ( ), 0, 1;1 0t L tλΚ ϕ ϕ = ϕ ∈ − ⇒ ϕ = .  (5.47) 

Ïåðåâ³ðêà óìîâè (5.47) íà ë³í³éíîìó áàãàòîâèä³ [ ]1;1L −  (5.46) 
ïîâ’ÿçàíà ç òèì, ùî íå çàâæäè çàçäàëåã³äü â³äîìî, äî ÿêîãî íàéá³ëüø 
øèðîêîãî ç ïðîñòîð³â [ ]1;1 1pL p− >  íàëåæèòü ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
(5.41). 

Ëåìà 1.2. Êâàäðàòè÷íà ôîðìà 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

, , 0 Re 1L L t t d dtλ λ
− −

ϕ ϕ = − τ ϕ τ ϕ τ < λ <∫ ∫  

º äîäàòíüîþ ó ñåíñ³ (5.47) íà ë³í³éíîìó áàãàòîâèä³ ä³éñíîçíà÷íèõ ôóíê-
ö³é [ ]1;1L − (5.46). 

Äîâåäåííÿ. 
Äîâåäåííÿ ö³º¿ ëåìè áàçóºòüñÿ íà á³ë³í³éíîìó ðîçâèíåíí³ 

 ( ) ( )1/2, 1/2 1/2, 1/2

0

1 1
ln ;k k k

k

p t p
t

∞
− − − −

=

= μ τ
π − τ ∑  

 1
0 ln2; , 1,2,...k k k−μ = μ = =   (5.48) 

òà íà áåçïîñåðåäíüîìó ïåðåâ³ðþâàíîìó ñï³ââ³äíîøåíí³ 

 ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

sgn 0.t t d dt
− −

− τ ϕ τ ϕ τ =∫ ∫   (5.49) 

Ó â³äïîâ³äíîñò³ äî (5.49) äîñòàòíüî ïåðåâ³ðèòè óìîâè (5.47) äëÿ 
êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè ( ),Α ϕ ϕ , äå 

 ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

1
, lnu v u t v d dt

t− −

πΑ = τ τ
− τ∫ ∫  

 ( ), 1,1 , 1.pu v L p∈ − >   (Ä.1.24) 



68

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè (5.48) ó (Ä.1.24) (ïîêè ùî ôîðìàëüíî) îòðèìà-
ºìî 

 ( ) ( ) ( )2

0

, ; 1,1 , 1k k p
k

t L p
∞

=

Α ϕ ϕ = μ ϕ ϕ ∈ − >∑  

 ( ) ( )
1

1/2, 1/2

1

.k kp t t dt− −

−

ϕ = ϕ∫   (Ä.1.25) 

Çðîçóì³ëî, ùî ( ), 0Α ϕ ϕ ≥ . Íåõàé ( ) ( ), 0, 1;1 , 1pL pΑ ϕ ϕ = ϕ∈ − > , 

òîä³ 0, , 0kk∀ = ∞ ϕ = . 
Ç òîãî, ùî ë³í³éíèé áàãàòîâèä âñ³õ ïîë³íîì³â ñêð³çü ù³ëüíèé â 

( ) ( ) 1
1;1 , 1 , 1qL q p p p

−
− = − >  [5], âèïëèâàº, ùî ( ) 0tϕ = . 

Çàëèøèëàñÿ íåîá´ðóíòîâàíîþ ïåðåñòàíîâêà ï³äñóìîâóâàííÿ òà 
³íòåãðóâàííÿ ï³ä ÷àñ îòðèìàííÿ (Ä.1.25) ç (5.48). Òðåáà ïîêàçàòè, 
ùî 

 ( ) ( )*, ,u v u vΑ = Α   (Ä.1.26) 

ïðè  ( ), 1,1 , 1pu v L p∈ − > , äå 

 ( )*
0

, k k k
k

u v u v
∞

=

Α = μ∑ , 

 
( )
( ) ( )

1
1/2, 1/2

1

.k
k

k

u tu
p t dt

v tv
− −

−

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫   (Ä.1.27) 

Ó çîáðàæåíí³ (5.48) ðÿä çá³ãàºòüñÿ çà íîðìîþ ïðîñòîðó 

[ ][ ] ( ) ( )( )1/2 1/22 2
2 1,1 1,1 , 1 1  .L t

− −
− − − − τ  Àëå ñêîðèñòàòèñÿ öèì ôàêòîì 

òà íåð³âí³ñòþ Ãüîëüäåðà áåçïîñåðåäíüî äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ (Ä.1.26) íå 
ìîæíà, îñê³ëüêè ³ç çá³æíîñò³ çà íîðìîþ ïðîñòîðó ( )2 1,1L −  íå âèïëè-
âàº çá³æí³ñòü çà íîðìîþ ( )1,1 , 2qL q− > . 

Ïðîïîíóºìî íàñòóïíèé øëÿõ. 
Ðîçãëÿíåìî âèðîäæåíó á³ë³í³éíó ôîðìó 

 ( )
0

,
N

N k k k
k

u v u v
=

Α = μ∑ ,  (Ä.1.28) 

äå k ku v  âèçíà÷åí³ ó (Ä.1.27). 
Á³ë³í³éí³ ôîðìè (Ä.1.25), (Ä.1.28) íåïåðåðâí³ çà êîæíèì ç àðãó-

ìåíò³â ó ( )1,1 , 1pL p− > . Íåïåðåðâí³ñòü ôîðìè (Ä.1.28) º íàî÷íîþ, à 
íåïåðåðâí³ñòü ôîðìè (Ä.1.25) ó ( )1,1 , 1pL p− >  âèïëèâàº ç íåð³âíîñò³ 
Ãüîëüäåðà 
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 ( ) *, , 1,
p pL L

u v u v pΑ ≤ Β >  

 ( )
1 1

*

1 1

ln .
qq t d dt

− −

Β = − τ τ < ∞∫ ∫   (Ä.1.29) 

Ó â³äïîâ³äíîñò³ äî âèùåçàçíà÷åíîãî ïðî çá³æí³ñòü ðîçâèíåííÿ 
(5.48) îòðèìàºìî, ùî 

 ( ) ( ) [ ]*, , , , 1,1 .u v u v u v CΑ = Α ∈ −   (Ä.1.30) 

Îòæå, 

 ( ) ( ) [ ], , , 1,1 .Nu u u u u CΑ ≥ Α ∈ −   (Ä.1.31) 

Îñê³ëüêè [ ]1;1C −  ñêð³çü ù³ëüíå ó ( )1;1 , 1pL p− > , òî çà ðàõó-
íîê çìåíøåíî¿ íåïåðåðâíîñò³ á³ë³í³éíèõ ôîðì (Ä.1.25), (Ä.1.28) 
â ( )1,1 , 1pL p∀ − >  îòðèìàºìî, ùî íåð³âí³ñòü (Ä.1.31) º â³ðíîþ 

( )1,1 , 1pu L p∀ ∈ − > . Ïðè ïðÿìóâàíí³ N →∞  îòðèìàºìî 

 ( ) ( )*, , , , 1pu u u u u L pΑ ≥ Α ∈ >   (Ä.1.32) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåð³âí³ñòü Êîø³ — Áóíÿê³âñüêîãî òà (Ä.1.29), 
(Ä.1.32), çíàéäåìî 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1/2 1/2

* * *

1/2 1/2

*

, , ,

, , .
p pL L

u v u u v v

u u v v u v

⎡ ⎤ ⎡ ⎤Α ≤ Α Α ≤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ Α Α ≤ Β⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (Ä.1.33) 

Îñê³ëüêè [ ]1,1C −  ñêð³çü ù³ëüíå â ( )1,1 , 1pL p− > , òî ç (Ä.1.30), 
(Ä.1.29), (Ä.1.33) âèïëèâàº, ùî (Ä.1.26) âèêîíàíî äëÿ áóäü-ÿêèõ 

( ) ( ) ( ), 1,1 , 1pu t v t L p∈ − > . 
Ëåìó 1.2 äîâåäåíî. 
Ç ö³º¿ ëåìè òà íåð³âíîñò³ Ãüîëüäåðà [5] âèïëèâàþòü âêëàäåííÿ 

 [ ] ( )( ) [ ],
2 1;1 , 1;1 , , 1L t L−ν −μ− ρ ⊂ − ν μ > −  

òà 

Òåîðåìà 1.5. 
Íåõàé âèêîíàíî íàñòóïí³ óìîâè: 

à) 
( ) ( ) ( )

( ) [ ] [ ]

1 1

1 1

1

, 0,

1;1 1;1 ;pp

D t t d dt

t L U L
− −

>

τ ϕ ϕ τ τ ≥

∀ϕ ∈ − = −

∫ ∫
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á) 
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

,0
2

2

, 1, ; ; 1 ,

1, , 0 1, 1;

n

n

D t L

h t L n

τ ∈ λ − −λ −λ λ −

∈ λ − −λ < λ < ≥
 

òîä³ ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (5.41) ìàº ó ë³í³éíîìó áàãàòîâèä³ ä³éñíîçíà÷-
íèõ ôóíêö³é [ ]1;1L −  (5.46) ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé íàëåæèòü ïðîñòîðó 

( ){ }1
2 , 1nM − −λ λ − , òà ñïðàâåäëèâ³ âñ³ âèñíîâêè òåîðåìè 1.4, êîëè ïàðàìå-

òðè , , , ,mα β ν μ  çàäàí³ ôîðìóëàìè (5.43), (5.44). 
Òàêèì ÷èíîì, ñôîðìóëüîâàíî, ÿê â³ä âëàñòèâîñòåé ÿäðà ( ),D t τ  

ïðàâî¿ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ ( )h t  çàëåæèòü çá³æí³ñòü ìåòîäó îðòîãîíàëü-
íèõ ïîë³íîì³â òà ñòóï³íü ãëàäêîñò³ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ. 
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§ 6. ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÑÏÅÖ²ÀËÜÍÈÕ ²ÍÒÅÃÐÀË²Â 
Ç ÊËÀÑÈ×ÍÈÌÈ ÏÎË²ÍÎÌÀÌÈ 

Â öüîìó ïàðàãðàô³ ðàõóþòüñÿ òà äîñë³äæóþòüñÿ ³íòåãðàëè, ùî çó-
ñòð³÷àþòüñÿ ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ìåòîäîì îð-
òîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â. Âîäíî÷àñ íàâåäåíî ïðèêëàäè äåÿêèõ ñïåê-
òðàëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü. 

Îáðàõóâàííÿ ³íòåãðàë³â ïðîâîäèòüñÿ íà îñíîâ³ ñïîñîáó, ùî çîáðà-
æóº ¿õ ó âèãëÿä³ çãîðòêè Ìåëë³íà: 

 ( ) ( )
0

t d
h t f g

∞ τ⎛ ⎞= τ ⎜ ⎟τ τ⎝ ⎠∫   (6.1) 

òà â³äøóêàíí³ òðàíñôîðìàíò Ìåëë³íà ôóíêö³é ( )f t  òà ( )g t  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 1

0

, , .sF s G s f t g t t dt
∞

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫   (6.2) 

Ñóòòºâî âèêîðèñòîâóºòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà. 
Òåîðåìà 6.1. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî ä³éñíîãî ÷èñëà χ  çá³ãàºòüñÿ ³íòåãðàë 

 ( ) ( )( )1

0

, ,t f t g t dt
∞

χ− < ∞∫   (6.3) 

òîä³ 

 ( ) ( ) ( )1

2

i
s

i

h t F s G s t ds
i

χ+ ∞
−

χ− ∞

=
π ∫ .  (6.4) 

Ïðè÷îìó 

 ( )1

0

t h t dt
∞

χ− < ∞∫ .  (6.5) 

Òóò ôóíêö³ÿ ( )h t  âèçíà÷àºòüñÿ ïîäàííÿì (6.1), à òðàíñôîðìàíòà 
Ìåëë³íà ( ) ( ),F s G s  — ïîäàííÿì (6.2). 

Äîâåäåííÿ ö³º¿ òåîðåìè íàâåäåíî ó [13]. 



72

6.1. ²ÍÒÅÃÐÀËÈ Ç Ð²ÇÍÈÖÅÂÈÌ ÑÒÓÏÅÍÅÂÈÌ ßÄÐÎÌ 

Ðîçãëÿíåìî ³íòåãðàë 

 ( ) ( ) ( )
1

1 2 ,

0

sgn
n nvv

t
J t q d

t

− α β

σ−

ε τ − + ε
= τ τ

τ τ −∫ ,  (6.6) 

äå ( ) ( ) ( ), ,1 1 2n nq t t t P t
βα β α α β= − − . 

Ïàðàìåòðè 1 2, , , , , vε ε α β σ  º äîâ³ëüíèìè ó òîé ì³ð³, ó ÿê³é öå çà-
áåçïå÷óº ³ñíóâàííÿ ³íòåãðàëà (6.6) ó íåâëàñíîìó ñåíñ³. Äëÿ öüîãî äî-
ñòàòíüî, ùîá 

 ( )Re , 1.v vσ− −α <   (6.7) 

²íòåãðàë (6.6) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ çãîðòêè Ìåëë³íà (6.1), 
ÿêùî âçÿòè 

 ( ) ( )1 , , 0 1,

0, 1;
nt q t t

f t
t

−σ α β⎧ ≤ ≤
= ⎨

>⎩
 

 ( ) ( )1 2sgn 1

1
v

t
g t

t

ε − + ε
=

−
. 

Òðàíñôîðìàíòà Ìåëë³íà (6.2) ôóíêö³¿ ( )f t  ðàõóºòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ ôîðìóëè 7.391 (4) ç [3] òà ìàº ïîäàííÿ 

 ( ) [ ] ( ) ( )
( ) ( )

1

2
n

s n s
F s

s n s

β Γ +α −σ− Γ σ+ −
=
Γ σ− Γ +α +β+ −σ +

, [ ] ( )1
.

!n

n

n

Γ β+ +
β =    (6.8) 

Äëÿ ï³äðàõóíêó òðàíñôîðìàíòè ( )G s  øëÿõ ³íòåãðóâàííÿ ó ôîðìó-
ë³ (6.2) ðîçáèâàºòüñÿ íà äâà ³íòåðâàëè ( ) ( )0;1 1;∪ ∞ , ï³ñëÿ ÷îãî âèêî-
ðèñòàíî ôîðìóëó 3.191 ç [3]. ßê ðåçóëüòàò, îòðèìàºìî: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2 2 11 1

1 1

v s v v s
G s

v s s

ε + ε Γ − Γ ε − ε Γ − Γ −
= + =

Γ − + Γ −
 

 ( ) ( ) ( )*s v s G s= Γ Γ − , 

äå  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

* 1 2 1 2sin sin sin .G s v v v s s
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Γ π ε + ε π − − ε − ε π⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (6.9) 

Äëÿ òîãî ùîá âèêîíóâàëàñÿ ïåðøà óìîâà ç (6.3), äîñòàòíüî, 
ùîá ( )Re 1χ > σ − −α . Äëÿ âèêîíàííÿ äðóãî¿ óìîâè äîñòàòíüî, ùîá 
0 Rev< χ < . Îòæå, ç öüîãî âèïëèâàº, ùî óìîâè òåîðåìè 6.1 âèêîíàíî, 
ÿêùî âèáðàòè ïàðàìåòð χ  íàñòóïíèì ÷èíîì: 
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 ( ){ }max 0, Re 1 Revσ− −α < χ <   (6.10) 

Îñê³ëüêè óìîâà ( )Re 1 Revσ− −α <  çàáåçïå÷óºòüñÿ ³ñíóâàííÿì ³í-
òåãðàëó (6.6) ÿê íåâëàñíîãî ³íòåãðàëó, òî ÿêùî âçÿòè Re 0v > , ìîæíà 
âèáðàòè òàêå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó χ , ùîáè ìàëî ì³ñöå ñï³ââ³äíîøåí-
íÿ (6.10). 

Ç âèùåçàçíà÷åíîãî íà îñíîâ³ ôîðìóëè (6.4) ³íòåãðàë (6.6) ç âðàõó-
âàííÿì çîáðàæåííÿ (6.9) ìàº ïîäàííÿ 

 ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2 2

i
n

n

i

s n s s v s
J t

i s n s

χ+ ∞
−

χ− ∞

β Γ + α −σ+ Γ σ+ − Γ Γ −
=

π Γ σ− Γ +β+β−σ + +∫ ( )* .sG s t ds−   (6.11) 

Äëÿ òîãî, ùîá öåé ³íòåãðàë ïðè 1t <  ìîæíà áóëî çàïèñàòè ÿê ñóìó 
çàëèøê³â çà ïîëþñàìè, ùî ëåæàòü ó ï³âïëîùèí³ Re s < χ , äîñòàòíüî 
âèêîíàííÿ óìîâ ëåìè Æîðäàíà. Ùîá ïåðåâ³ðèòè ¿õ âèêîíàííÿ, ïî-
òð³áíî âèçíà÷èòè ïîâåä³íêó ï³ä³íòåãðàëüíî¿ ôóíêö³¿ ó ôîðìóë³ (6.11) 
ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ s . Ïðè öüîìó çðó÷íî âèêîðèñòàòè îö³íêó [1] 

 
( )
( )

( ) ( )Re
arg , 0 .

a bs a
B s s B

s b

−Γ +
≤ < π < < ∞

Γ +
  (6.12) 

ßêùî ( )0s x x= − > , òî îö³íêà (6.12) çàëèøàºòüñÿ â³ðíîþ, ÿêùî 
ââàæàòè, ùî ( )Im , 0a b =  òà âèêëþ÷èòè òî÷êè, ùî ñï³âïàäàþòü ç ïî-
ëþñàìè Ã-ôóíêö³é. 

Äëÿ ñïðîùåííÿ àíàë³çó ïðèïóñòèìî, ùî ïàðàìåòðè , , , vα β σ  — 
ä³éñí³, òà âèêîðèñòàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.9) òà (6.12). Âïåâíåìîñÿ, 
ùî ï³ä³íòåãðàëüíèé âèðàç ó ôîðìóë³ (6.11) áåç âðàõóâàííÿ ìíîæíèêà 

st − , ÿêèé çàïèøåìî ÷åðåç ïîäàííÿ 
1

exp lnst s
t

− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ïðè âåëèêèõ çíà-

÷åííÿõ s  ìàº àñèìïòîòèêó ( )2 vO s− −β+ . Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî Re 1ν < , 
Re 1β > − , òî óìîâè ëåìè Æîðäàíà áóäå âèêîíàíî. Ï³ä³íòåãðàëüíà 
ôóíêö³ÿ ó ïîäàíí³ (6.11) ìàº ïðè Re s < χ  äâ³ ñåð³¿ îäíîêðàòíèõ ïîëþ-
ñ³â ó òî÷êàõ , 1s j s j= − = σ − −α −  ( )0,1,...j = . Â³çüìåìî äî óâàãè, ùî 

 ( ) ( )1
Re

!

j

s j
s s

j=−

−
Γ = . 

Çàì³ñòü ôîðìóëè (6.11) ìàòèìåìî: 

 
( )

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
*

0

1 1

! 2

j

n j

jn

J t v j n j j G j
t

j j n j

− ∞

=

⎡− Γ + Γ σ+ + Γ +α −σ− −
= +⎢

β Γ σ+ Γ +α +β−σ+ −⎢⎣
∑  
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )*1

1 1 1
1 .

1 1 j

j n j v j
G j

j n j tσ− −α−

⎤Γ σ − −α − Γ +α + + Γ −σ+ +α +
+ σ− −α − ⎥

Γ + α + Γ +β+ − ⎥⎦
 

Çðîáèìî ïåðåõ³ä äî óçàãàëüíåíî¿ ã³ïåðãåîìåòðè÷íî¿ ôóíêö³¿ òà 
îñòàòî÷íî çàïèøåìî: 

 ( ) [ ] ( )( ) ( )
( )

1 2 1

2
nn

nJ t
n

− β ε + ε σ Γ +α −σ
=

Γ +α +β−σ+ 3 2

, , 1

, ;

n v n
F

t

σ+ σ− −α −β−⎛ ⎞
+⎜ ⎟σ σ −α⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( )
( ) 3 21

1 1 1 1 ,1 ,
;

! 1 , 2 ;
v n

v n v n
F

n v t tσ− −α

ε + α Γ σ− −α Γ +α + −σ +α + +α + −σ −β−⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟Γ + α +α −σ⎝ ⎠

 (6.13) 

 
( ) ( )

1 2

sin / 2 cos / 2

sin / 2 cos / 2v

v v

v v

+α −σ π +α −σ π
ε = −ε − ε

π π
, 

( )na  — öå ôàêòîð³àëüíèé ñèìâîë, 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 31 2 3
3 2

01 2 1 2

, ,
.

, ; !

k
k k k

k k k

x
F

x k

∞

=

α α αα α α⎛ ⎞
=⎜ ⎟β β β β⎝ ⎠
∑  

ßêùî âçÿòè 1t > , òî ³íòåãðàë (6.11) ìîæíà òàêîæ ðîçâèíóòè çà çà-
ëèøêàìè, àëå òàêèìè, ùî ðàõóþòüñÿ çà ïîëþñàìè, ÿê³ ëåæàòü ó ï³â-
ïëîùèí³ Re s > χ . ßê ðåçóëüòàò, ìàºìî ïîäàííÿ ( )1 vγ = + −σ  

( ) [ ] ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

2 1
3 2

, ,1
.1

1 1 , ;

n

n
n v

v
J t F

n n t n n
t

−
γ γ + α⎛ ⎞β − Γ γ ε − ε Γ γ + α ⎜ ⎟= ⎜ ⎟Γ γ − Γ +α +β+ + γ + α +β+ γ + − γ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (6.14) 

Ó â³äïîâ³äíîñò³ äî ïðèíöèïó àíàë³òè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ ôîðìóëè 
(6.13), (6.14) ìîæíà ââàæàòè â³ðíèìè ³ ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè îáìåæåí-
íÿ íà ïàðàìåòðè, ùî áóëè çðîáëåí³ ï³ä ÷àñ ¿õ âèâåäåííÿ, ïîðóøåíî (çà 
âèíÿòêîì óìîâè (6.7), ÿêà çàáåçïå÷óº ³ñíóâàííÿ ³íòåãðàëó (6.6) ÿê íå-
âëàñíîãî). ßêùî ó ñï³ââ³äíîøåíí³ (6.6) 2 0ε = , òî ìîæíà ïðèïóñòèòè 
âèïàäîê 1v = , îñê³ëüêè ³íòåãðàë (6.6) ó öüîìó âèïàäêó ³ñíóº ó ñåíñ³ 
ãîëîâíîãî çíà÷åííÿ çà Êîø³. ßêùî çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â º òàêèìè, 
ùî ³íòåãðàë (6.6) º ðîçá³æíèì ³ ó ñåíñ³ íåâëàñíîãî ³íòåãðàëó, ³ ó ñåíñ³ 
Êîø³, àëå âèðàçè (6.13), (6.14) ìàþòü ïåâí³ çíà÷åííÿ, òî ¿õ îãîëîøó-
þòü çíà÷åííÿìè ³íòåãðàëó (6.6) ó ðåãóëÿð³çîâàíîìó (óçàãàëüíåíîìó) 
ñåíñ³. 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äåÿê³ ÷àñòêîâ³ âèïàäêè ³íòåãðàëó (6.6). Íåõàé 
vσ = . Ôîðìóëà (6.13) ó öüîìó âèïàäêó ñóòòºâî ñïðîùóºòüñÿ: 

 ( ) [ ] ( ) ( )( ) [ ] ( )( )1 2 sin , 1,v v
n n v nn n

J t E t vF t t− −= β ε + ε − α ε π <   (6.15) 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 , 1
,

2 ;
v n

n

v v v n v n
E t F

n v v t

Γ +α − + − −α −β−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟Γ + α +β+ − −α⎝ ⎠

 

 ( ) ( ) ( )
( ) 1

1 1 ,

sin 2 ;
v

n v

v n n
F t F

v t v t− −α

Γ − −α +α + −β−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟Γ πν + α −⎝ ⎠

, 

 ( ) ( )2 1cos / 2 sec / 2 sin / 2 cos  / 2v v v v ecv±ε = ε π −α π ± ε π −α π . 

Êîëè 1 20, 1ε = ε =  òà 1 21, 0ε = ε = , ç çîáðàæåííÿ (6.15) âèïëèâàþòü 
íàñòóïí³ ôîðìóëè: 

 
( ) [ ] ( )( ) [ ]

( )
( )( )

,1

0

2sin / 2
,

sec / 2
v vn n

n nv n

vq
d E t F t

vt

α β α πτ
τ = β −

π −ατ −∫  

 
( ) ( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )

( )( )
1

,

0

sgn 2cos / 2
.

cos / 2
v v

n n nv n n

t v
q d E t F t

ec vt

α βτ − π
τ τ = β + α

π −ατ −∫  

Ó äðóã³é ç öèõ îòðèìàíèõ ôîðìóë â³çüìåìî 0v = . Ìàòèìåìî ñï³â-
â³äíîøåííÿ: 

( ) ( )
( )

( )

1, 1
11

,
1

0

2
, 0

sgn
1 ,2

1, 1 , 0.
1 2 ;

n

n

q t n
n

t q d
t

B F n
t

α+ β+
−

α β
α+

⎧ − >⎪⎪τ − τ τ = ⎨ + α −β⎛ ⎞⎪ α + β+ − =⎜ ⎟⎪ α + +α⎝ ⎠⎩

∫  (6.16) 

ßêùî âçÿòè 1v = , îòðèìàºìî ð³âí³ñòü 

    
( ) ( ) ( ) ( )

( )
, ,1

0

1 1 ,
.

1 1 ;
n nq q t n n n

d F
t tg n t

α β α βτ −π Γ α Γ β+ + + −α −β−⎛ ⎞
τ = + ⎜ ⎟τ − πα Γ α +β+ + −α⎝ ⎠

∫   (6.17) 

ßêùî ó ôîðìóë³ (6.17) âçÿòè 
1

2
α = β = −  òà âðàõóâàòè çâ’ÿçîê ïî-

ë³íîìà ßêîá³ ç ôóíêö³ºþ Ãàóññà [3] 

 ( ) ( ), 1
! 1 , 1; 1;

2n n

x
n P x F n nα β −⎛ ⎞= + α − +α +β+ α +⎜ ⎟

⎝ ⎠
,  (6.18) 

òî îòðèìàºìî íàñòóïíå âàæëèâå ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ: 

 
( ) ( )

1

12
1

, 1,2,...
1

n
n

T y dy
U x n

y xy
−

−

= π =
−−

∫  

Ó âèïàäêó, êîëè ó ð³âíîñò³ (6.17) 1 / 2α = β = , îòðèìàºìî ùå îäíå 
ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ — 
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( ) ( )

21
1

1

1
, 1,2,...n

n

U y y
dy T x n

y x
−

−

−
= −π =

−∫  

Â³çüìåìî 
1 1

,
2 2

α = β = −  ³ òàêîæ ï³äñòàâèìî ó (6.18). Öå ïðèâåäå äî 

ñïåêòðàëüíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 
( ) ( )

1/2, 1/21
1/2,1/2

0

1 2
1 2 .

1
n

n

P
d P t

t

−
−− ττ

τ = π −
− τ τ −∫   (6.19) 

6.2. ²ÍÒÅÃÐÀËÈ Ç ÑÓÌÀÖ²ÉÍÈÌ ÑÒÓÏÅÍÅÂÈÌ ßÄÐÎÌ 

²íòåãðàëè ç ñóìàö³éíèìè ñòóïåíåâèìè ÿäðàìè — öå ³íòåãðàëè íà-
ñòóïíî¿ ñòðóêòóðè: 

 ( ) ( )
( )

,1

0

v
n

n v

q
J t d

t

−σ α β
+ τ τ

= τ
τ +∫   (6.20) 

Ðàõóþòü ³íòåãðàëè (6.20) çà ñõåìîþ ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó 1, äå ïî-

òð³áíî çà ( )g x  âçÿòè ( ) ( )1
v

g x x
−

= +  òà âðàõóâàòè, ùî íà îñíîâ³ ôîð-
ìóëè 3.241 (4) ç [3] ìàºìî â ïîçíà÷åííÿõ òåîðåìè 6.1 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

.
sin 1

s v s v s
G s

v s s v

Γ Γ − πΓ −
= =

Γ π Γ − Γ
  (6.21) 

Çàñòîñóºìî òåîðåìó 6.1 òà â³çüìåìî äî óâàãè ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.8) 
òà (6.21). Öå ïðèâîäèòü äî ïîäàííÿ ³íòåãðàëó ó âèãëÿä³ 

 ( ) [ ] ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2 2

si
n n

n

i

s s s v s t
J t ds

i v n s

−χ+ ∞
+

χ− ∞

β Γ + α −σ+ σ− Γ Γ −
=

π Γ Γ +α +β−σ+ +∫ . 

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó χ  âèçíà÷àºòüñÿ ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.10). 
Îñòàòî÷íî ìàòèìåìî: 

( ) ( )( ) ( )
( ) 3 2

1 1 , , 1

! 2 , ;
n

n

n v n n
J t F

n n t
+ Γ β + + σ Γ +α −σ σ+ σ− −α −β−⎛ ⎞

= +⎜ ⎟Γ + α +β−σ+ σ σ−α −⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( )
( ) 3 21

1 1 1 1 , 1 ,
.

! 1 , 2 ;
n

v n v n
F

n v t t− −α+σ

+ α Γ σ− −α Γ +α + −σ +α + +α + −σ −β−⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟Γ + α +α −σ −⎝ ⎠

(6.22) 
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6.3. ÏÎÄÂ²ÉÍ² ²ÍÒÅÃÐÀËÈ Ç ÊËÀÑÈ×ÍÈÌÈ ÏÎË²ÍÎÌÀÌÈ 

Ðîçãëÿíåìî ³íòåãðàëè âèãëÿäó 

 ( ) ( ) ( )
1 1

, ,

0 0

, a b
mn m nJ k t q t q dtdα β= τ τ τ∫ ∫   (6.23) 

äëÿ âèïàäêó, êîëè ôóíêö³þ ( ),k tτ  ìîæíà çîáðàçèòè ó ôîðì³ 

 ( ), .
t

k t t gμ −σ ⎛ ⎞τ = τ ⎜ ⎟τ⎝ ⎠
  (6.24) 

Ìåòîä îáðàõóâàííÿ ³íòåãðàë³â òèïó (6.23) áàçóºòüñÿ íà òåîðåì³. 

Òåîðåìà 6.2. ßêùî äëÿ äåÿêî¿ ôóíêö³¿ ( )h t  ìàº ì³ñöå ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(6.5) òà, êð³ì òîãî, âèêîíóºòüñÿ 

 ( )1Q it dt
∞

−∞

− χ − < ∞∫ , 

òî º â³ðíîþ ôîðìóëà 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1
1

2

i

i

q t h t dt Q s H s ds
i

χ+ ∞∞

χ− ∞

= −
π∫ ∫ , äå ( ) ( ),Q s H s  — öå òðàíñôîð-

ìàíòè Ìåëë³íà, òîáòî 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 1

0

, , sQ s H s q t h t t dt
∞

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ . 

Äîâåäåííÿ ö³º¿ òåîðåìè ìîæíà çíàéòè ó [16]. 
Âðàõîâóþ÷è ïîäàííÿ ÿäðà ( ),k tτ  (6.24), çîáðàçèìî ³íòåãðàë (6.23) ÿê 

 ( ) ( )
1

,

0

a b
mn mJ t q t h t dtμ= ∫ ,  (6.25) 

 ( ) ( )
1

1 ,

0

n

t d
h t q g−σ+ α β τ⎛ ⎞= τ τ ⎜ ⎟τ τ⎝ ⎠∫ .  (6.26) 

Äëÿ òîãî, ùîáè îá÷èñëèòè òðàíñôîðìàíòó Ìåëë³íà ôóíêö³¿ ( )h t , 
âèêîðèñòàºìî òåîðåìó 6.1, à äëÿ îá÷èñëåííÿ ( )Q s  âèêîðèñòàºìî ôîð-
ìóëó (6.8), êîëè 1 , ,a bσ = −μ α = β = . ßê ðåçóëüòàò, çàì³ñòü ñï³ââ³äíî-
øåííÿ (6.25) ìàºìî 

 
[ ]

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2 2

i
mn m

in

b G s a s m s sJ

i a b m s n s

χ+ ∞

χ− ∞

Γ + +μ − Γ −μ + Γ +α −σ+
= ×

β π Γ + + + +μ − Γ +α +β+ −σ +∫  
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( )

( ) ( ) [ ] ( )1
, .

!m

n s m b
ds b

s s m

Γ σ+ − Γ + +
× =
Γ −μ Γ σ−

  (6.27) 

Íàïðèêëàä, äëÿ ³íòåãðàëà 

 
( ) ( )

( )

, ,1 1

0 0

a b
m n

mn v v

q t q
J dtd

t t

α β
+

−μ σ−

τ
= τ

τ + τ∫ ∫   (6.28) 

ðîëü ôóíêö³¿ ( )g x  ó ôîðìóë³ (6.26) âèêîíóº ôóíêö³ÿ ( ) ( )1
v

g x x
−

= + , 
òðàíñôîðìàíòà Ìåëë³íà ÿêî¿ âèçíà÷åíà ó (6.21). Ïðîâåäåìî àíàë³ç, 
àíàëîã³÷íèé òîìó, ùî áóâ ïðîâåäåíèé ï³ä ÷àñ âèâåäåííÿ ñï³ââ³äíî-
øåííÿ (6.10). Â³í ïîêàçóº, ùî óìîâè òåîðåì 6.1 òà 6.2 áóäå âèêîíàíî, 
ÿêùî 

 { } { }0,max 0, 1 min , 1b v a> σ − −α < χ < μ + + . 

Äëÿ òîãî, ùîáè çðîáèòè ðîçâèíåííÿ ³íòåãðàëà (6.28) çà çàëèøêàìè, 
äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ³íòåãðàë ïî êîëó ðàä³óñà R  ç ò³ºþ ñàìîþ ï³-
ä³íòåãðàëüíîþ ôóíêö³ºþ, ùî ³ ó ôîðìóë³ (6.27), ïðÿìóº äî íóëÿ, êîëè 
ðàä³óñ êîëà ïðÿìóº äî íåñê³í÷åííîñò³ R → ∞ . Ìîæíà âïåâíèòèñÿ, 
ùî öå áóäå âèêîíàíî, ÿêùî áóäå ìàòè ì³ñöå óìîâà 2 0v b− + +β > . 
Ï³ñëÿ ðîçâèíåííÿ ³íòåãðàëó (6.27) çà çàëèøêàìè ó ïîëþñàõ, ùî ëå-
æàòü ó ï³âïëîùèí³ Re s < χ , çàì³ñòü (6.28) ìàòèìåìî 

[ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
0

1 11

! 2 2

j

mn m
n

jn m

v j j a j jJ
j

b j n j a b m j

+ ∞

=

⎡Γ + Γ +α −σ− Γ + +μ + − −μ−
= σ+ +⎢

β Γ +α +β+ −σ − Γ + + +μ + +⎢⎣
∑  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) 1

1 1 2 1

3 1 1

m

n

j v j a j j

a b m j n j j
−

⎤Γ σ −α − − Γ α + −σ+ + Γ + +α +μ −σ+ σ−α −μ − − ⎥+
⎥⎡ ⎤Γ + α + + +μ −σ+ + Γ +β+ − α + +⎣ ⎦ ⎦

. 

6.4. ÌÅÒÎÄ ÃÀÓÑÑÀ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÏÎÄÂ²ÉÍÈÕ ²ÍÒÅÃÐÀË²Â 

Ó ìàòåð³àë³ öüîãî ïàðàãðàôó âèêëàäàºòüñÿ ñõåìà çàñòîñóâàííÿ 
ôîðìóë Ãàóññà ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ ïîäâ³éíèõ ³íòåãðàë³â. Âñ³ òåîðåòè÷-
í³ îá´ðóíòóâàííÿ òà òåîðåìè ñòîñîâíî ö³º¿ òåìè íàâåäåíî ó ìîíîãðà-
ô³¿ Â. ². Êðèëîâà «Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ». 

Ôîðìóëà Ãàóññà íàëåæèòü äî ïåðøèõ ôîðìóë, ùî îá÷èñëþþòü ³í-
òåãðàëè ç íàéâèùèì ñòóïåíåì òî÷íîñò³. Âîíà âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ 
îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â âèãëÿäó 



79

 ( )
b

a

f x dx∫ ,  (6.29) 

ùî îá÷èñëþþòüñÿ íà ñê³í÷åíîìó ïðîì³æêó [ ];a b . 

Ë³í³éíèì ïåðåòâîðåííÿì 
( )2x b a

t
b a

− +
=

−
 â³äð³çîê [ ];a b  çàâæäè 

ìîæíà çâåñòè äî â³äð³çêó [ ]1;1− , òîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî ðàõóâàòèìå 
³íòåãðàë 

 ( )
1

1

.f x dx
−
∫  (6.30) 

Îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó ïîë³íîì³â ç ïîñò³éíîþ âàãîþ íà [ ]1;1−  
óòâîðþþòü ïîë³íîìè Ëåæàíäðà 

 ( ) ( )2 11

2 !

nn

n n n

d x
p x

n dx

−
= . 

Äëÿ ïîáóäîâè êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè ç n  âóçëàìè 

 ( ) ( ) ( )( )
1

11

n
n n

k k
k

f x dx f x
=−

= Α∑∫ ,  (6.31) 

ÿêà ìàº íàéâèùèé ñòóï³íü òî÷íîñò³ 2 1n− , ïîòð³áíî âçÿòè âóçëè ó êî-
ðåíÿõ ïîë³íîìà Ëåæàíäðà ñòóïåíþ n: 

 ( )( ) 0n
n kP x = . 

Êîåô³ö³ºíòè ( )n
kΑ  ôîðìóëè (6.31) ìàþòü ïîäàííÿ [6] 

 ( )
( )( ) ( )( )'

1

2n
k n n

n k n knP x P x−

Α =   (6.32) 

àáî 

 ( )

( )( ) ( )( ) 22
'

2
.

1

n
k

n n
k n kx P x

Α =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

  (6.33) 
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6.5. ²ÍÒÅÃÐÀËÈ ÂÈÃËßÄÓ ( ) ( ) ( )
b

a

b x x a f x dx
α β

− −∫  ÒÀ ¯Õ 

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÄÎ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÊÐÀÒÍÈÕ ²ÍÒÅÃÐÀË²Â 

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ë³í³éíèì ïåðåòâîðåííÿì 
( ) ( )

2 2

a b b a
x t

+ −
= +  

âèõ³äí³ ³íòåãðàëè çâåäåíî äî ïðîì³æêó [ ]1;1−  

 ( ) ( ) ( )
1

1

1 1 , 1, 1.x x f x dx
α β

−

− + α > − β > −∫   (6.34) 

Îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ ïîë³íîì³â íà [ ]1,1− , ùî â³äïîâ³äàº 

âàãîâî¿ ôóíêö³¿ ( ) ( ) ( )1 1p x x x
α β

= − +  º ñèñòåìà ïîë³íîì³â ßêîá³ 
( ) ( )( ), 0,1,2,...nP x nα β = . 

Äëÿ ïîáóäîâè êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè ç n  âóçëàìè 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

11

1 1
n

k k
k

x x f x dx f x
α β

=−

− + ≈ Α∑∫ ,  (6.35) 

ùî ìàº íàéâèùèé ñòóï³íü òî÷íîñò³ 2 1n− , áóäåìî áðàòè ¿¿ âóçëè kx  ÿê 
êîðåí³ ïîë³íîìó ßêîá³ ñòóïåíþ n  

 ( ) ( ), 0n kP xα β = ,  (6.36) 

äå êîåô³ö³ºíòè kΑ  ï³äðàõîâóþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (6.32), (6.33). 
Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâ³ âèïàäêè êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë ç ÿêîá³ºâîþ 

âàãîþ 

1) ßêùî 1 / 2α = β = −  òà âàãîâà ôóíêö³ÿ º ( ) ( ) 1/221p x x
−

= − , òî â³ä-
ïîâ³äí³ ïîë³íîìè ßêîá³ áóäóòü íà ñòàëó â³äð³çíÿòèñÿ â³ä ïîë³íîì³â 
×åáèøîâà ïåðøîãî ðîäó 

 ( ) ( ) ( )
1 1

,
2 2 cos arccosn n n nP x C T x C n x

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠ = =  

Êîðåí³ nT , ùî º âóçëàìè êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè, ìàþòü çíà÷åííÿ 

 ( )2 1
cos 1,2,...,

2k

k
x k n

n

−
= π = , 

à êîåô³ö³ºíòè 

 
( )
( )

2

2 2

1 / 2
2

!
n

k
n

n

n n C n

Γ +
Α =

Γ
. 
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Îòæå, êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íàéâèùîãî ñòóïåíþ òî÷íîñò³ ç âàãîþ 

( ) ( ) 1/221p x x
−

= −  ìàº âèãëÿä 

 
( ) ( )

1

2
11

2 1
cos

21

n

k

f x k
dx f R f

n nx =−

π −⎛ ⎞= π +⎜ ⎟
⎝ ⎠−

∑∫ ,  (6.37) 

äå çàëèøîê ( )
( )( )
( )

2

2 1
, 1 1

2 2 !

n

n

f
R f

n−

ηπ
= − < η < . 

2) ßêùî 
1

2
α = β =  òà âàãîâà ôóíêö³ÿ ( ) 21p x x= − , òî â³äïîâ³äí³ 

ïîë³íîìè ßêîá³ áóäóòü íà ñòàëó â³äð³çíÿòèñÿ â³ä ïîë³íîì³â ×åáèøîâà 
äðóãîãî ðîäó 

 ( ) ( )
( ) ( )

1 1
,

2 2
2

2 1 !

2 ! 1 !n nn

n
P x U x

n n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
=

+
. 

Êîðåí³ nU , ùî º âóçëàìè êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè, ìàþòü çíà÷åííÿ 

 ( )cos 1,2,...,
1k

k
x k n

n

π
= =

+
, 

à êîåô³ö³ºíòè 

 2sin
1 1k

k

n n

π π
Α =

+ +
. 

Îòæå, êâàäðàòóðíà ôîðìóëà ìàº âèãëÿä 

 ( ) ( )
1

2 2

11

1 sin cos
1 1 1

n

k

k k
x f x dx f R f

n n n=−

π π π⎛ ⎞− = +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
∑∫ ,  (6.38) 

äå çàëèøîê 

 ( )
( )( )
( )

2

2
, 1 1

2 2 !

n

n

f
R f

n

ηπ
= − < η < . 

3) ßêùî 
1 1

,
2 2

α = β = −  òà âàãîâà ôóíêö³ÿ ( ) 1

1

x
p x

x

−
=

+
, òî çà ïðà-

âèëîì íàéâèùîãî ñòóïåíþ òî÷íîñò³ îòðèìàºìî ïîäàííÿ: 

 ( ) ( )
1

2

11

1 4 2
sin cos

1 2 1 2 1 2 1

n

k

x k k
f x dx f R f

x n n n=−

− π π π⎛ ⎞= +⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠
∑∫ ,  (6.39) 

äå çàëèøîê ( ) ( )
( )( )2

2
, 1 1

2 2 !
n

n
R f f

n

π
= η − < η < . 
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4) ßêùî 
1

0, 1, 0, 
2

a b= = α = β = , òî âàãîâà ôóíêö³ÿ ( )p x x= . Òî 

ïðàâèëî ï³äðàõóíêó áóäå íàñòóïíèì: 

 ( ) ( ) ( )
1

10

n

k k
k

x f x dx f x R f
=

= Α +∑∫ ,  (6.40) 

äå kx  º êâàäðàòàìè äîäàòí³õ êîðåí³â ky  ïîë³íîìà Ëåæàíäðà ( )2 1nP y+ : 

 2
k kx y= , 

à êîåô³ö³ºíòè 

 
( )

( ) ( )
1

2 12

2 11

2 n
k k

k n k

P y
y dy

y y P y
+

+−

Α =
−∫ . 

Îñòàòî÷íèé ÷ëåí ìàº âèãëÿä 

 ( )
( )( )
( )

( )
( )

222 12 2 2 1 !2
, 0 1

2 ! 4 3 4 2 !

nn nf
R f

n n n

+⎧ ⎫⎡ ⎤+η ⎪ ⎪⎣ ⎦= < η <⎨ ⎬+ +⎪ ⎪⎩ ⎭
. 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìåòîä ï³äðàõóíêó ³íòåãðàë³â ïî áàãàòîâèì³ðíèì 
îáëàñòÿì. Çà çàãàëüíèì ï³äõîäîì òàêèé ³íòåãðàë çâîäÿòü äî äåê³ëüêîõ 
ïîñë³äîâíî ðàõîâàíèõ ïðîñòèõ ³íòåãðàë³â. Êîæíèé ç îñòàíí³õ ðàõó-
ºòüñÿ çà äîïîìîãîþ íàáëèæåíèõ ôîðìóë. Ïîÿñíèìî öå íà ïðîñòèõ 
ïðèêëàäàõ. 

Íåõàé ïîòð³áíî ï³äðàõóâàòè ïîäâ³éíèé ³íòåãðàë 

 ( ),f x y d
σ

Ι = σ∫∫ , 

äå îáëàñòü ³íòåãðóâàííÿ σ  — öå º ïðÿìîêóòíèê , .a x b c y d≤ ≤ ≤ ≤  ²í-
òåãðàë Ι  ìîæíà ïðèâåñòè äî äâîõ ïðîñòèõ ³íòåãðàë³â 

 ( ),
b d

a c

f x y dy dx
⎧ ⎫⎪ ⎪Ι = ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫  

Çðîáèâøè çàì³íó ³íòåãðàëà çà çì³ííîþ y  êâàäðàòóðíîþ ñóìîþ ç m  

âóçëàìè iy  òà êîåô³ö³ºíòàìè ( )1,i i NΒ = , à ³íòåãðàë çà çì³ííîþ x  — 

êâàäðàòóðíîþ ñóìîþ ç n  âóçëàìè jx  òà êîåô³ö³ºíòàìè ( )1,  ,j j MΑ =  
îòðèìàºìî òàêå íàáëèæåíå ïîäàííÿ âèõ³äíîãî ³íòåãðàëó 

 ( )
1 1

,
M N

j i j i
j i

f x y
= =

Ι ≈ Α Β∑∑ . 
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Á³ëüø äîêëàäíî ïèòàííÿ ï³äðàõóíêó êðàòíèõ ³íòåãðàë³â âèñîêîãî 
ïîðÿäêó âèêëàäåíî ó [18], äå ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ òàêîæ ç áàãàòüìà 
ïðèêëàäàìè. 
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§ 7. ÑÈÍÃÓËßÐÍ² ²ÍÒÅÃÐÀËÜÍ² Ð²ÂÍßÍÍß (Ñ²Ð)
Ç ÍÅÐÓÕÎÌÎÞ ÎÑÎÁËÈÂ²ÑÒÞ 

Ðîçãëÿäàþòüñÿ ð³âíÿííÿ âèãëÿäó 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1
, , , 0 1S t R t d f t t

t
⎡ ⎤+ τ + τ χ τ τ = ≤ ≤⎢ ⎥τ −⎣ ⎦∫ ,  (7.1) 

äå ( ),R tτ  — öå ðåãóëÿðíå ÿäðî, ( ),S tτ  — ñèíãóëÿðíå ÿäðî, ùî ìàº 
îäíó íåðóõîìó îñîáëèâ³ñòü ó òî÷ö³ 0tτ = = , ÿêå ìîæíà ïîäàòè ó íà-
ñòóïíîìó âèãëÿä³: 

 ( )
1 2 1 1

0 1 1
1

0 1

... ...
,

... ...

n n n k k n
k n

n n n k k n
k n

C C t C t C t
S t

d d t d t d t

− − − − −
−

− −

τ + τ + + τ + +
τ =

τ + τ + + τ + +
. 

Òèïîâèé ïðèêëàä òàêîãî ÿäðà º, íàïðèêëàä, ÿäðî [17] 

 ( ) ( )
( )
11

3
,

b t
S t

t t

τ τ −θ
τ = −

τ + τ +
.  (7.2) 

7.1. ÇÂÅÄÅÍÍß Ñ²Ð Ç ÍÅÐÓÕÎÌÎÞ ÎÑÎÁËÈÂ²ÑÒÞ 
ÄÎ ÍÅÑÊ²Í×ÅÍÍÎ¯ ÀËÃÅÁÐÀ¯×ÍÎ¯ ÑÈÑÒÅÌÈ 1-ãî ÐÎÄÓ 

Íàÿâí³ñòü ôóíêö³¿ ( ),S tτ  ó ÿäð³ ð³âíÿííÿ (7.1) çì³íþº õàðàêòåð 
ïîâåä³íêè ðîçâ’ÿçêó ïðè 0t → . Ïîâåä³íêà ðîçâ‘ÿçêó ïåðåñòàº áóòè 
êîðåíåâîþ. Íàé÷àñò³øå ïîâåä³íêà ðîçâ’ÿçêó çáåð³ãàº ñòóïåíåâèé õà-
ðàêòåð, òîáòî: 

 ( ) ( ) , 0,t O t tαχ = →   (7.3) 

õî÷à ìîæå âåñòè ñåáå ³ ÿê ñòóïåíåâî-ëîãàðèôì³÷íà ôóíêö³ÿ 

 ( ) ( )ln  , 0t O t t tα βχ = → . 

Îáìåæåìîñÿ ðîçãëÿäîì âèïàäêó (7.3). Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.1) 
ðîçøóêóºòüñÿ ó çîáðàæåíí³ 

 ( ) ( ),

0
n n

n

t X q t
∞

α β

=

χ =∑ ,  (7.4) 

äå 
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 ( ) ( ) ( ), ,1 1 2n nq t t t P t
βα β α α β= − − , 

äå
1

2
β = − , ÿêùî ðîçâ’ÿçîê º íåîáìåæåíèé ïðè 1t →  òà 

1

2
β =  ó âèïàä-

êó îáìåæåíîãî ðîçâ’ÿçêó. 
Ï³äñòàâèìî ñï³ââ³äíîøåííÿ (7.4) äî ñï³ââ³äíîøåííÿ (7.1) òà ïðî-

³íòåãðóºìî ç âàãîþ ( ),a b
mq t  íà â³äð³çêó [ ]0;1 . ßê ðåçóëüòàò, îòðèìàºìî 

íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 1-ãî ðîäó: 

 ( ) ( )
0

0,1,...mn mn mn n m
n

I S R X f m
∞

=

+ + = =∑   (7.5) 

Òóò 

 ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1
, , , , ,mn mn mnI S R S t R t

t
⎡ ⎤= τ τ ×⎢ ⎥τ −⎣ ⎦∫ ∫

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

, , ,

0

;a b a b
m n m mq t q dtd f q t f t dtα β× τ τ = ∫ . 

Ïàðàìåòðè a  òà b  âèáèðàþòüñÿ ç ì³ðêóâàíü ïðîñòîòè îáðàõóâàí-
íÿ ³íòåãðàë³â , ,mn mnI S  mnR  òà .mf  

Ìåòîäè îáðàõóâàííÿ ³íòåãðàë³â mnI  òà mnS  ðîçãëÿíóòî ó § 6 (ï. 3), à 
³íòåãðàë³â mnR  òà mf  — ðîçãëÿíóòî ó ï. 5 öüîãî ïàðàãðàôó (îá÷èñëåííÿ 
ïðîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë äëÿ ³íòåãðàë³â ç ïî-
ë³íîìàìè ßêîá³ (7.14)). 

Ó âèïàäêó, êîëè â³äîìî, ùî ð³âíÿííÿ (7.1) º ðîçâ’ÿçóâàíèì ç òî÷-
í³ñòþ äî äîâ³ëüíî¿ ñòàëî¿ òà ïîòð³áíî â³äøóêàòè ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé çàäî-
âîëüíÿº óìîâó 

 ( )
1

0

d Xχ τ τ =∫ ,  (7.6) 

äå X  º çàäàíà âåëè÷èíà, òî ìîæíà îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (7.1) ïðî-
³íòåãðóâàòè, à ïîò³ì çâåñòè îòðèìàíó ð³âí³ñòü äî ñèñòåìè òèïó (7.5), 
ï³ñëÿ ÷îãî ï³ä³áðàòè ñòàëó ³íòåãðóâàííÿ ç óìîâè (7.6). 



86

7.2. ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒ² ÐÎÇÂ’ßÇÊÓ 

Ñóòòºâèì ìîìåíòîì ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ (7.1) çà äîïîìî-
ãîþ ìåòîäó îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â º âèçíà÷åííÿ ïîâåä³íêè ôóíêö³¿ 

( )tχ , êîëè 0t → , òîáòî âèá³ð ïàðàìåòðó α . Éîãî ìàº áóòè âèáðàíî ç 
óìîâè îäíàêîâîñò³ ïîâåä³íêè ë³âî¿ òà ïðàâî¿ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (7.1), 
êîëè 0t → . 

Ïðî³ëþñòðóºìî ìåòîäèêó âèáîðó ïàðàìåòðó α  íà ïðèêëàä³ ð³â-
íÿííÿ (7.1) ç ÿäðîì (7.2). Ï³äñòàâèìî ðîçâèíåííÿ (7.4) äî ð³âíÿííÿ 
(7.1), ï³ñëÿ ÷îãî îòðèìàºìî 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1 3,1 3,2
1 1 1

0
n n n n n n

n

X J t a J t b J t b tJ t R t f t
∞

−

=

⎡ ⎤+ − + + =⎣ ⎦∑ , 0 1t≤ ≤ . 

Òóò 

 ( ) ( ) ( )
( )

, ,1 1
,

0 0

, ,n n
n n

q q
J t d J d

t t

α β ν−σ α β
− ν σ

ν

τ τ τ
= τ = τ

τ − τ +∫ ∫  ( ) ( ) ( )
1

,

0

,n nR t q R t dα β= τ τ τ∫ . 

Â³çüìåìî äî óâàãè ôîðìóëè (6.17), (6.18) òà (6.22) òà îòðèìàºìî 
ñï³ââ³äíîøåííÿ, êîëè 0t →  

 
( )

1
0

1

! sin
n

n
n

t
X ctg t a

n

α∞
α

=

+ α ⎧ π
−π πα − −⎨ πα⎩

∑ ( ) ( )
1

3

2

t
b

αΓ −α Γ +α
− +  

 
( ) ( ) ( ) ( )0

1

1 2

2 n

t
b R t f t

α ⎫Γ −α Γ +α ⎪+ + =⎬
⎪⎭

,  (7.7) 

äå ( )0
nR t  — ôóíêö³ÿ, ÿêà îáìåæåíà, êîëè 0t → . 

Äëÿ òîãî ùîá óñóíóòè îñîáëèâ³ñòü tα , íåîáõ³äíî ç³áðàòè êîåô³-
ö³ºíòè ïðè tα  ó âñ³õ äîäàíêàõ, ùî âõîäÿòü äî ë³âî¿ ÷àñòèíè ð³âíîñò³ 
(7.7), òà ïðèð³âíÿòè äî íóëÿ. ßê ðåçóëüòàò, îòðèìàíî òðàíñöåíäåíòíå 
ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðó α : 

 ( ) ( )2

1 1

1
cos 1 0, 1 Re 1 / 2 .

sin
a b⎡ ⎤πα + − +α = − < α <⎣ ⎦πα
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7.3. ÇÂÅÄÅÍÍß Ñ²Ð Ç ÍÅÐÓÕÎÌÎÞ ÎÑÎÁËÈÂ²ÑÒÞ 
ÄÎ ÍÅÑÊ²Í×ÅÍÍÎ¯ ÑÈÑÒÅÌÈ Ë²Í²ÉÍÈÕ 

ÀËÃÅÁÐÀ¯×ÍÈÕ Ð²ÂÍßÍÜ 2-ÃÎ ÐÎÄÓ 

Ðîçãëÿíåìî ³íøèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ (7.1), ùî ïðè-
âîäèòü äî ðîçâ’ÿçàííÿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü, ÿêó ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðåäóêö³¿. 

Íåõàé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.1) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( )1/2, 1/2

0

1 / 2
,

!1
n n

n n
n n

XAt
t q t g

g nt

α ∞
−

=

χ = + =
−

∑ .  (7.8) 

Çàñòîñóºìî öå ïîäàííÿ òà ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.19). Çà 
ñõåìîþ ìåòîäó îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â, çàì³ñòü ñèíãóëÿðíîãî ³í-
òåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (7.1) îòðèìàºìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ë³í³éíèõ 
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü: 

 
( ) ( )

( )
1 0

0

, 0,1,...m mn mn m
m n

nm n m m

f S R f
A X X m

g g g g

∞

=

+
+ + = =∑   (7.9) 

äå 

 
( )
( ) ( ) ( )

1 1
1/2,1/2 1/2, 1/2

2
0 0

,2

,
mn

m n
mn

S tS
q t q dtd

R tR
− −⎛ ⎞τ⎛ ⎞

= τ τ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟τπ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ , 

 
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
0 1

1/2,1/2
21

0

2
,m

m

m

f tf
q t dt

t tf

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ σ + ρπ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫  

 
( )
( )

( )

( )

1

0

1
,

1,

S tt d
t

t
R t

α⎛ ⎞⎛ ⎞ + τσ τ τ⎜ ⎟= τ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ − τ⎜ ⎟⎝ ⎠ τ⎝ ⎠
∫ . 

Òóò ( )tσ  ðàõóºòüñÿ çà ìåòîäîì, ùî âèêëàäåíî ó § 6, à ³íòåãðà-

ëè ( ) ( )0 1, , ,mn mn m mS R f f  ðàõóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè 
(7.14) äëÿ ³íòåãðàëó âèãëÿäó (7.11) (äèâèñü ï. 5 öüîãî ïàðàãðàôó). 

Çîáðàçèìî êîåô³ö³ºíòè nX  ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( )0 1
n n nX X AX= − ,  (7.10) 

òà ï³äñòàâèìî öå ïîäàííÿ äî ñèñòåìè (7.9). Ç öüîãî îòðèìàºìî íåñê³í-
÷åíí³ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 2-ãî ðîäó äëÿ âèçíà÷åí-

íÿ êîåô³ö³ºíò³â ( ) ( )0,1i
nX i =  
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 ( ) ( )
( )

( )
0

0,1; 0,1,... .
i

i imn mn m
m n

n n m m

S R f
X X i m

g g g

∞

=

+
+ = = =∑  

Ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëî¿ A  îòðèìàºìî, ÿêùî çîáðàæåí-
íÿ (7.8) ï³äñòàâèìî äî óìîâè (7.5), âðàõîâóþ÷è ïîäàííÿ ðîçâ’ÿçêó 
(7.10). 

7.4. ÌÅÒÎÄ ÊÎËÎÊÀÖ²É 

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ï³äõ³ä äî íàáëèæåííîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ñèí-
ãóëÿðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (7.1). Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ ðîç-
øóêóâàòèìå ó âèãëÿä³ (7.4) àáî ó âèãëÿä³ (7.8) ó âèïàäêó îáìåæåííÿ 
íà ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.6). Ïðè öüîìó ïðèïóñòèìî, ùî ó ðÿäàõ, ÿê³ 
âõîäÿòü äî ñï³ââ³äíîøåíü (7.4), (7.8), ìàºìî çàëèøèòè ñê³í÷åíå ÷èñ-
ëî äîäàíê³â — 1N + . 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â mX  ïîòð³áíî ï³äñòàâèòè çàçíà÷åí³ 
âèðàçè äî ð³âíÿííÿ (7.1) òà ïðèð³âíÿòè éîãî ë³âó ÷àñòèíó äî ïðàâî¿ 
ó îêðåìèõ òî÷êàõ (âóçëàõ êîëîêàö³¿). Çà âóçëè êîëîêàö³¿ ìîæíà âçÿòè 
àáî ð³âíîâ³ääàëåí³ òî÷êè, àáî êîðåí³ ïîë³íîì³â ×åáèøîâà mt t=  ç â³ä-
ð³çêó [ ]0,1 . ßê ðåçóëüòàò, ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ çîáðàæåííÿ (7.4) 
ìàòèìåìî ñê³í÷åíó ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,

0

, 0,1,..., ,n m n m n m n m
n

J t S t R t X f t m N
∞

α β α β α β

=

⎡ ⎤+ + = =⎣ ⎦∑  

 

( )
( )
( )

( )
( )

( )
,

1
, ,

, 0

1

,

,

n

n n

n

J t t

S t S t q d

R t R t

α β

α β α β

α β

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ τ −⎜ ⎟⎜ ⎟

= τ τ τ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ τ⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ . 

²íòåãðàëè ( ),
nJ tα β  òà ( ),

nS tα β  ðàõóþòüñÿ ìåòîäîì § 6, à ³íòåãðàëè 

( ),
nR tα β  — çà ôîðìóëîþ (7.14) (äèâ. ï. 5 öüîãî ïàðàãðàôó). 
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7.5. ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍ² ÔÎÐÌÓËÈ ÄËß ÐÀÕÓÂÀÍÍß ²ÍÒÅÃÐÀË²Â 
Ç ÏÎË²ÍÎÌÀÌÈ ßÊÎÁ² 

Îòðèìàºìî êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè äëÿ ³íòåãðàë³â 

 ( ) ( )
1

,

0

m mI f t q t dtα β= ∫ ,  (7.11) 

äå íå ïîòð³áíî çíàòè íóë³ ïîë³íîì³â ßêîá³ òà âðàõîâóâàòè îñöèëÿö³¿ 
ï³ä³íòåãðàëüíî¿ ôóíêö³¿ ( ) ( ),

mf t q tα β . 
Ðîç³á’ºìî ³íòåðâàë ³íòåãðóâàííÿ ó ³íòåãðàë³ (7.11) íà N  ð³âíèõ 

÷àñòèí äîâæèíîþ 
1

N
: 

 ( )1 0, 0,1,..., 1 , 0, 1j j Nt t j N t t+⎡ ⎤ = − = =⎣ ⎦ . 

Áóäåìî ââàæàòè, ùî íà êîæíîìó ñåãìåíò³ 1,j jt t +⎡ ⎤⎣ ⎦  ôóíêö³ÿ ( )f t  

º ñòàëîþ òà äîð³âíþº ( )jf t , ùî ïðèâåäå äî íàñòóïíîãî íàáëèæåíîãî 
çíà÷åííÿ ³íòåãðàëó (7.11) 

 ( ) ( )
11

,

0

.
j

j

tN

m j m
j t

I f t q t dt
+−

− α β

=

= ∑ ∫   (7.12) 

Çà äðóãå íàáëèæåíå çíà÷åííÿ öüîãî æå ñàìîãî ³íòåãðàëó â³çüìåìî 

 ( ) ( )
1

,

1

.
j

j

tN

m j m
j t

I f t q t dt
−

+ α β

=

=∑ ∫   (7.13) 

Âèêîðèñòàºìî äàë³ òàêå ïîçíà÷åííÿ: 

 ( ) ( ) ( ), ,1 1 2 , , 0,1,...
jj j j

nj n jP t t t P t n j
β+α β α+ α+ β+

−= − − =  

Ðàõóþ÷è ³íòåãðàëè (7.12) òà (7.13) çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(6.16), ïðèõîäèìî äî êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè 

 ( ) ( ) ( ), ,
1 1 1 1

0

,
2

N
m k m km m

m k
k

P t P tI I
I f t

m

α β α β− +
+ −

=

−+
= =∑   (7.14) 

äå 1 0 10, 1N Nt t t t− += = = = . 

ßêùî 0m = , òî ìàºìî ââàæàòè 

 ( ) ( )
1

1 ,
1 0

, 1; 2;
1m m

t
m P t F t

α+
− α β

=
⎡ ⎤ = −β α + α +⎣ ⎦ α +

. 
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Ç ìåòîþ ï³äðàõóíêó ôóíêö³¿ Ãàóññà, êîëè çíà÷åííÿ t  áëèçüê³ äî 
îäèíèö³ ( )1t → , ïðîäîâæèìî ¿¿ àíàë³òè÷íî îêîëî òî÷êè t =1 çà äîïî-
ìîãîþ ôîðìóëè 9.131 ç [3]. 

Êâàäðàòóðíó ôîðìóëó (7.14) ìîæíà óòî÷íèòè, ÿêùî ââàæàòè, ùî 

ôóíêö³ÿ ( )f t  íà ñåãìåíòàõ 1,j jt t +⎡ ⎤⎣ ⎦  çì³íþºòüñÿ çà ë³í³éíèì çàêîíîì. 
Çðîáèâøè â³äïîâ³äí³ ðîçðàõóíêè, îñòàòî÷íî îòðèìàºìî ôîðìóëó äëÿ 
ðàõóâàííÿ mI : 

 
( ) ( )
( ) ( )

1
1 ,

2 1
0 4 1

N
j j

m m j
j

f t f t
I N P t

m m

−
+ α β

+
=

−
⎡= −⎣−∑ ( ) ( ) ( ),

2 01, 1 1m j mP t B fα β ⎤ + α + β+ δ⎦ . 

Â³çüìåìî äî óâàãè íàñòóïí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: 

 

( )
( )

( )
( )( )

( )

,
2

2

0

,
22

1

, 1; 3;
,

4 1 1 2

2
1, 2; 3; .

1 2

m

m

m

m

P t F t

m m t

P
t F t

m

α β

−α−

=

α β
α+

=

⎡ ⎤ −β α + α +
=⎢ ⎥

− α + α +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
= −β− α + α +⎢ ⎥− α +⎣ ⎦

 

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíî çðó÷í³ êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñ-
ëåííÿ ³íòåãðàë³â ç ïîë³íîìàìè ßêîá³. 
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ÄÎÄÀÒÊÈ

ÄÎÄÀÒÎÊ À. 
ÇÀÄÀ×À ÒÅÏËÎÏÐÎÂ²ÄÍÎÑÒ² ÄËß ×ÂÅÐÒ² 

ÏËÎÙÈÍÈ Ç ÄÅÔÅÊÒÎÌ

ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â ðîçãëÿ-
íåìî íàñòóïíó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³. 

Íåõàé ó ÷âåðò³ ïëîùèíè ( ), 0x y >  çàäàíå ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà 

( ) ( ) ( )" , , 0u x y u x y x a+ = ≠ii  (òóò øòðèõ íàä áóêâîþ âèçíà÷àº ïîõ³äíó 
çà çì³ííîþ x , à òî÷êà — çà çì³ííîþ y ). Íà îäí³é ãðàíèö³ ïëîùèíè — 

0x = — çàäàíîþ º òåìïåðàòóðà, à íà ³íø³é — 0y =  — º çàäàíèì òåïëî-
âèé ïîò³ê. Ó òî÷êàõ ïëîùèíè , 0 1x a y= ≤ ≤  ðîçòàøîâàíî äåôåêò. Ï³ä 
îñòàíí³ì ââàæàòèìóòüñÿ òî÷êè ïëîùèíè, ï³ä ÷àñ ïåðåõîäó ÷åðåç ÿê³, 
òåðïëÿòü ðîçðèâè íåïåðåðâíîñò³ ïåðøîãî ðîäó ç çàäàíèìè ñòðèáêà-
ìè øóêàí³ ìåõàí³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè (òåìïåðàòóðà, òåïëîâèé ïîò³ê): 

( ) ( ) ( )0, 0, , ,u a y u a y u a y− − + =  ( ) ( ) ( )' 0, ' 0, ' ,u a y u a y u a y− − + = . 
Ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî áåðåãè òð³ùèíè º òåïëî³çîëüîâàí³. 

Òàê³é ïîñòàíîâö³ â³äïîâ³äàº íàñòóïíà êðàéîâà çàäà÷à: 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
0

" , , 0, , 0,

0, ,

0, ,0 0;
y

u x y u x y x y x a

u y f y

u
u x

y =

⎧
⎪

+ = > ≠⎪
⎪ =⎨
⎪ ∂⎪ = =
⎪ ∂⎩

ii

i

  (1) 

 ( )' 0, 0, 0 1,u a y y− = ≤ ≤   (2) 

 ( )' 0, 0, 0 1.u a y y+ = ≤ ≤  

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ áóäóâàòèìåòüñÿ ÿê ñóïåðïîçèö³ÿ ðîçâ’ÿçê³â íå-
ïåðåðâíî¿ - ( ),u x y  òà ðîçðèâíî¿ — ( )* ,u x y  çàäà÷. Äëÿ öüîãî îêðåìî 
çôîðìóëþºìî íåïåðåðâíó çàäà÷ó: 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

" , , 0, , 0,

0, , , 0,

lim 0.
y

u x y u x y x y

u y f y u x y

f y
→∞

⎧ + = >⎪⎪ = =⎨
⎪ =⎪⎩

ii

i   (3) 
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Çàñòîñóºìî äî çàäà÷³ (3) ³íòåãðàëüíå sin-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º: 

 ( ) ( )
0

sin ,u y xu x y dx
∞

α = α∫   (4) 

âçÿâøè äî óâàãè, ùî ( ) ( ) ( ), 0, ' , , , 0,u x y u x y u x y→ →i  êîëè ,x y →∞ . 
²íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ ïåðøîãî äîäàíêó ïðîâîäèòèìåòüñÿ çà 

ñõåìîþ 

 ( ) ( ) ( )
0

0 0

sin " , ' , sin ' , cosxu x y dx u x y x u x y xdx
∞ ∞

∞
⎡ ⎤α = α −α α =⎣ ⎦∫ ∫  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0
0

, cos , sinu x y x u x y xdx f y u y
∞

∞

α⎡ ⎤= −α α −α α = α −α⎣ ⎦ ∫ . 

Ç öüîãî âèïëèâàº çàäà÷à ó òðàíñôîðìàíòàõ: 

 
( ) ( ) ( )

( )
" 2

'

, 0

0 0

u y u y f y y

u
α α

α

⎧ −α = −α < < ∞⎪
⎨ =⎪⎩

  (5) 

Ïîäàëüøå çàñòîñóâàííÿ ³íòåãðàëüíîãî cos-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º 

 ( )
0

cosu yu y dy
∞

αβ α= β∫   (6) 

äî ïåðøîãî äîäàíêó ó (5) 

 ( ) ( ) ( )" ' 2

00
0

cos cos sinu y ydy u y y u y y u
∞ ∞ ∞

α α α αβ⎡ ⎤ ⎡ ⎤β = β −β β −β⎣ ⎦⎣ ⎦∫  

ïðèâîäèòü äî ïîäàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ó òðàíñôîðìàíòàì 

 ( )2 2
0

cos .u f d
∞

αβ

α
= η βη η
α +β ∫   (7) 

Çîáðàæåííÿ (7) — öå º ðîçâ’ÿçîê íåïåðåðâíî¿ çàäà÷³ ó òðàíñôîð-
ìàíòàõ (4), (6). Ïîñë³äîâíî ïðîâåäåìî îáåðíåííÿ ðîçâ’ÿçêó (7): 

 ( ) ( ) 2 2
0 0 0

2 1 2 cos cos
cos

y
u y u yd f d d

∞ ∞ ∞

α αβ

α β βη
= β β = η β η =
π π α +β∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2

0 0 0

cos cos1 1
.

2
y yy y

f d d f e e d
∞ ∞ ∞

−α −η −α +ηα β −η + β + η
⎡ ⎤= η β η = η + η⎣ ⎦π α +β∫ ∫ ∫  

Òóò âèêîðèñòîâàíî, ùî [3] 
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2 2

0

cos

2
d e

∞
− Α αβΑ π

β =
α +β α∫ . 

Ï³ñëÿ ïîâåðíåííÿ äî ïðîñòîðó îðèã³íàë³â ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ íàáóâàº 
âèãëÿäó 

 ( ) ( )
0

2
, sinu x y xu y d

∞

α= α α =
π ∫  

 ( ) ( )

0 0 0

1
sin siny yf xe d xe d d

∞ ∞ ∞
−α −η −α +η⎡ ⎤

= η α α + α α η =⎢ ⎥π ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫  

 ( )
( ) ( )2 22 2

0

1 x x
f d

y x y x

∞ ⎡ ⎤
⎢ ⎥= η + η

π −η + + η +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ,  (8) 

ï³ä ÷àñ ïåðåòâîðåíü âðàõîâàíî, ùî [3] 

 
2 2

0

sin
x

xe d
x

∞
−αβα α =

Β +∫ . 

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ðîçðèâíó çàäà÷ó, òîáòî âðàõóºìî íàÿâí³ñòü äå-
ôåêòó — , 0 1.x a y= ≤ ≤  

Ó öüîìó âèïàäêó ³íòåãðàë ( )
0

" , sinu x y xdx
∞

α∫  íå ³ñíóº, îñê³ëüêè íå 

³ñíóº äðóãà ïîõ³äíà ( )" ,u x y  íà âñüîìó ïðîì³æêó ( )0;x∈ +∞ .Òîìó âè-
êîðèñòàºìî óçàãàëüíåíó ñõåìó ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü [12]. Çà ö³ºþ 
ñõåìîþ ïåðåòâîðåííÿ äðóãèõ ïîõ³äíèõ ïðîâîäèòèìåòüñÿ íàñòóïíèì 
÷èíîì: 

 ( ) ( ) ( )
0

0

0 0
0 0

" , sin ' , sin ' , sin
a

a

a
a

u x y xdx u x y x u x y x
− ∞

− ∞

+
+

⎛ ⎞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ α = α + α −⎜ ⎟ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎝ ⎠
∫ ∫  

 ( ) ( ) ( )
0

0 0

cos ' , sin ' 0, ' 0,
a

a

xu x y dx a u a y u a y
− ∞

+

⎛ ⎞
⎡ ⎤− + α α = α − − + −⎜ ⎟ ⎣ ⎦

⎝ ⎠
∫ ∫  

( ) ( ) ( )
9

0

0 0
0 0

cos , cos , sin ,
a

a

a
a

xu x y xu x y xu x y dx
− ∞

− ∞

+
+

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤−α α + α +α + α⎜ ⎟⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∫ ∫ = 

 ( ) ( ) ( )2sin ' , cos , ;a u a y a u a y u yα= α −α α −α  

 ( ) ( ) ( )
2

"
2

0 0

, sin , sinu x y xdx u x y xdx u y
y

∞ ∞

α

∂
α = α =

∂∫ ∫ii . 
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Ð³âíÿííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (3) ó ïðîñòîð³ òðàíñôîðìàíò íàáóâàº âè-
ãëÿäó 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

" 2

'

sin ' , cos , , 0 ,

0 0, ' , 0, , ,

u y u y f y a u a y au a y y

u u a y u a y y

α α

α

⎧ −α = −α − α +α α < < ∞⎪
⎨

= = = χ⎪⎩
(9) 

äå ( ) 0, 1y yχ ≡ > . 
Ãðàíè÷íà óìîâà ó (9) îòðèìàíà íàñòóïíîþ ïîñë³äîâí³ñòþ ä³é: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

sin

'

0 0 00 0

,
sin , 0

x

yy y

u x y
x dx u x y dx u y u

y y y

α∞ ∞

α α
== =

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎢ ⎥α = = =
∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ . 

Çà óìîâàìè çàäà÷³ ñòðèáîê ïîõ³äíî¿ òåìïåðàòóðè íà òð³ùèí³ äî-

ð³âíþº íóëþ ( )' , 0u a y = . Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ( ) ( ),u a y y= χ  òà 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos , cosg y f y a u a y f y a y= − α = − α χ . 
ßê ðàí³øå áóëî ïîêàçàíî, 

 ( ) ( ) ( )

0

1

2
y yu y f e e d

∞
−α −η −α +η

α
⎡ ⎤= η + η⎣ ⎦∫ , 

â³çüìåìî ( ) ( )f gη = η  òà îòðèìàºìî ïîäàííÿ 

 ( ) ( ) ( )

0

1

2
y yu y g e e d

∞
−α −η −α +η

α
⎡ ⎤= η + η⎣ ⎦∫ .  (10) 

Ïðîäîâæèìî ôóíêö³þ ( )g η  ïàðíèì ÷èíîì ( ) ( )g g−η = η  òà ðîç-
ãëÿíåìî ³íòåãðàë 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

' '

0 0

1 1 1
' ' ' '

2 2 2
y y yg e d g e d g e d

∞ ∞
−α +η −α −η −α −η

−∞

η η = −η − η = η η∫ ∫ ∫ . 

Ç óðàõóâàííÿì îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ òà ïîäàííÿ ôóíêö³¿ ( )g η  çîáðà-
æåííÿ ðîçâ’ÿçêó ó òðàíñôîðìàíòàõ (10) ïåðåïèøåìî íàñòóïíèì ÷è-
íîì: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 1 cos

2 2 2
y y ya

u y g e d f e d e d
∞ ∞

−α −η −α −η −α −η
α

−∞ −∞ −

α
= η η = η η+ χ η η∫ ∫ ∫ . (11) 

Äî ôîðìóëè (11) çàñòîñóºìî îáåðíåíå sin-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º 

 ( ) ( )
0

2
, sinu x y xu y d

∞

α= α α
π ∫ .  (12) 

Â³çüìåìî äî óâàãè, ùî 
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 ( ) ( )2sin cos sin sinx a x a x aα α = α + + α − , 

à òàêîæ â³äîìèé ³íòåãðàë [3] 

 
( )( )2 2

0

2
sin y x

xe d
y x

∞
−α −ηα α =

π π −η +
∫ , 

îñòàòî÷íî îòðèìàºìî ðîçâ’ÿçîê âèõ³äíî¿ çàäà÷³ (1), (2): 

 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

22

1

2 2 2 2
1

1
,

1
.

2

f
u x y d

x y

x a x a
d

x a y x a y

∞

−∞

−

η
= η+
π + −η

⎡ ⎤− +
⎢ ⎥+ χ η + η

π − + −η + + −η⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫   (13) 

Âñòàíîâèìî âàæëèâå ñï³ââ³äíîøåííÿ: 

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2

1
ln

1 1
ln ln

2

x x a y

x a y
x x x a y

∂
=

∂ − + −η

∂ ∂⎧ ⎫⎡ ⎤= − − + −η = −⎨ ⎬⎣ ⎦∂ ∂⎩ ⎭ − + −η
. 

Çà ðàõóíîê öüîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ ðîçâ’ÿçîê (13) íàáóâàº âèãëÿäó 

 

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

22

1

2 2
1

1 1
, ln

1 1
ln

2

u x y f d
x x y

x a y

∞

−∞

−

⎧
∂ ⎪= − η η+⎨∂ π⎪ + −η⎩

⎡
⎢+ χ η +
⎢π − + −η⎣

∫

∫  

 
( ) ( )

( )
2 2

1
ln ,d V x y

xx a y

⎫⎤
∂⎪⎥+ η = −⎬⎥ ∂⎪+ + −η ⎦ ⎭

,  (14) 

äå 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1

2 2 22
1

1 1 1 1
, ln ln

2
V x y f d

x y x a y

∞

−∞ −

⎡
⎢= η η+ χ η +
⎢π π+ −η − + −η⎣

∫ ∫  
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( ) ( )2 2

1
ln d

x a y

⎤
⎥+ η
⎥+ + −η ⎦

. 

Ôàêòè÷íî, ôóíêö³ÿ ( ),V x y  º ïîòåíö³àëîì ïðîñòîãî øàðó 

( ) ( ) 1
ln

l

V x p y dly
x y

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
∫ , äëÿ ÿêîãî ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü 

( ) ( )2 2

2 2

, ,
0

V x y V x y

x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
, çâ³äêè âèïëèâàº, ùî 

 
( ) ( )2 2

2 2

, ,V x y V x y

x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
 . 

Ùîáè çàäîâîëüíèòè êðàéîâó óìîâó íà òð³ùèí³ (2), ïðîäèôåðåí-
öþºìî ð³âí³ñòü (14) òà îòðèìàºìî ïîäàííÿ ïîõ³äíî¿ 

 ( ) ( ) ( )2 2

2 2

, ,
' ,

V x y V x y
u x y

x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
,  (15) 

àáî 

 ( )
( )

( )
2

2 22

1 1
' , lnu x y f d

y x y

∞

−∞

⎧
∂ ⎪= η η+⎨∂ π⎪ + −η⎩

∫  

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

2 2 2 2
1

1 1 1
ln ln

2
d

x a y x a y−

⎫⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥+ χ η + η⎬⎢ ⎥π ⎪− + −η + + −η⎣ ⎦ ⎭

∫ . 

Çàäîâîëüíèìî óìîâó (2) íà îäíîìó ç áåðåã³â òð³ùèíè 

( )' 0, 0, 1u a y y− = ≤ . 
Ç óðàõóâàííÿì çîáðàæåííÿ ïîõ³äíî¿ (15) îòðèìàºìî ð³âí³ñòü 

 ( )
( )

( ) ( )
12

2 22
1

1 1 1 1
' 0, ln ln

2

d
u a y f d

dy ya y

+∞

−∞ −

⎧ ⎡⎪− = η η+ χ η +⎢⎨π π −η⎢⎪ ⎣+ −η⎩
∫ ∫  

 
( )22

1
ln 0, 1

4
dy y

a y

⎫⎤
⎪⎥+ = ≤⎬⎥ ⎪+ −η ⎦ ⎭

.  (16) 

Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíîñò³ (16) íà 2π  òà ââåäåìî ïîçíà-
÷åííÿ 
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 ( )
( )

( )
2

2 22

1
2 ln ;

d
F y f d

dy a y

+∞

−∞

= − η η
+ −η

∫ .  

 ( )
( )

2

2 22

1
, ln

4

d
R y

dy a y
η =

+ −η
.  (17)

Çà ¿õ äîïîìîãîþ çàïèøåìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ â³äíîñíî íåâ³äî-
ìîãî ñòðèáêà òåìïåðàòóðè ( )χ η : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 12

2
1 1

1
ln , , 1.

d
d R y d F y y

dy y− −

χ η η+ η χ η η = ≤
−η∫ ∫   (18) 

Öå ð³âíÿííÿ ðîçâ’ÿçóâàòèìåòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó îðòîãîíàëü-
íèõ ïîë³íîì³â. Íåâ³äîìó ôóíêö³þ ñòðèáêà ðîçøóêóâàòèìå ÿê ðîçâè-
íåííÿ ó ðÿä 

 ( ) ( )2

0

1n n
n

U
∞

=

χ η = χ −η η∑   (19) 

çà íåâ³äîìèìè êîåô³ö³ºíòàìè ( ); n nUχ η  — öå ïîë³íîìè ×åáèøîâà 
äðóãîãî ðîäó 

 ( ) ( )sin 1
cos , 0,1,2,...,

sinn

n
U n

+ θ
θ = =

θ
 

ÿê³ º îðòîãîíàëüíèìè íà ïðîì³æêó [ ]1;1η∈ − : 

 ( ) ( )
1

2

1

1 .
2n m nmU U d

−

π
−η η η η = δ∫   (20) 

Ï³äñòàâèìî çîáðàæåííÿ (19) äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (18): 

 ( )
12

2
2

0 1

1
1 lnn n

n

d
U d

dy y

∞

= −

χ −η η η+
−η∑ ∫  

 ( ) ( ) ( )
1

2

0 1

, 1 , 1.n n
n

R y U d F y y
∞

= −

+ χ η −η η η = ≤∑ ∫   (21) 

Ïîäàëüøå âèêîðèñòàííÿ ñïåêòðàëüíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ [11] 

( ) ( ) ( )
12

2
2

1

1
1 ln 1 , 1, 0,1,2,...n n

d
U d n U y y n

dy y−

− η η η = −π + ≤ =
−η∫   (22) 

çâîäèòü ð³âíÿííÿ (21) äî âèãëÿäó 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2

0 0 1

1 , 1 ,

1, 0,1,2,...

n n n n
n n

n U y R y U d F y

y n

∞ ∞

= = −

−π χ + + χ η −η η η =

≤ =

∑ ∑ ∫
  (23) 

Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (23) íà ( ) 21mU y y−  òà ïðî-
³íòåãðóºìî çà çì³ííîþ y  íà ïðîì³æêó [ ]1;1 :y∈ −  

 

( )

( ) ( ) ( )

0

1 1
2 2

0 1 1

1
2

1 , 1

n nm
n

n m n
n

n

y U y R y U d dy

∞

=

∞

= − −

π
−π χ + δ +

⎛ ⎞
+ χ − η −η η η =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑ ∫ ∫  

 ( ) ( )
1

2

1

1 , 0,1,2,...,mF y y U y dy m
−

= − =∫   (24) 

äå nmδ  — ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ç öüîãî âèïëèâàº íåñê³í÷åííà ñèñòåìà 
ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (ÍÑËÀÐ): 

 ( )
2

0

1 , 0,1,2,...
2 m n nm m

n

m R F m
∞

=

π
− χ + + χ = =∑   (25) 

Òóò  ( ) ( ) ( )
1 1

2 2

1 1

1 1 , ,nm n mR y U U y R y dyd
− −

= − −η η η η∫ ∫   (26) 

 ( ) ( )
1

2

1

1m mF y U y F y dy
−

= −∫ . 

²íòåãðàëè (26) çðó÷íî ï³äðàõóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è êâàäðàòóðíó 
ôîðìóëó Ãàóññà, çàñòîñóâàííÿ ÿêî¿ ó òàêîìó âèïàäêó íàâåäåíî ó § 6. 

Ðîçâ’ÿçóºìî ÍÑËÀÐ (26) çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðåäóêö³¿. Ïîïåðå-
äíüî ðåãóëÿð³çóºìî ñèñòåìó, äëÿ ÷îãî ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³â-

íîñò³ íà 
( )2

2

1m
−
π +

: 

 ( ) ( )

0

, 0,1,2,...,
N

N N
m mn n m

n

a f m N
=

χ + χ = =∑   (27) 

 
( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 2
, , lim

1 1
N Nnm m

mn m m mN

R F
a f x

m m →∞
= − = − χ =

π + π +
. 

ßê áóëî ïîêàçàíî ðàí³øå ó § 5, ùîáè äîâåñòè çá³æí³ñòü ìåòîäó ðå-
äóêö³¿, ïîòð³áíî äîâåñòè ðåãóëÿðí³ñòü ÍÑËÀÐ (25), äëÿ ÷îãî ïîòð³áíî 
äîâåñòè çá³æí³ñòü ðÿä³â 
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( ) ( )

2 2

2 2
0 0 0

,
1 1

mn m

m n m

R F

m m

∞ ∞ ∞

= = =+ +
∑∑ ∑ . 

Öÿ çàäà÷à º ïðèêëàäîì íàî÷íîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó îðòîãî-
íàëüíèõ ïîë³íîì³â äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ áàãàòüîõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³-
çèêè. 

ÄÎÄÀÒÎÊ Á. 
ÇÀÄÀ×À ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖ²¯ ÍÀÏÐÓÆÅÍÜ 

Á²Ëß ÑÊ²Í×ÅÍÎ¯ ÖÈË²ÍÄÐÈ×ÍÎ¯ ÒÐ²ÙÈÍÈ 

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íî-
ì³â ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, à ñàìå — çàäà÷³ êîí-
öåíòðàö³¿ íàïðóæåíü â îêîë³ öèë³íäðè÷íî¿ òð³ùèíè, ÿêà ðîçì³ùåíà ó 
ïðóæíîìó ñåðåäîâèù³. 

1. Ïîñòàíîâà çàäà÷³. Íåîáìåæåíå ïðóæíå ñåðåäîâèùå 

(0 , ,r< < ∞ −π < ϕ < π  )z−∞ < < ∞  ìàº òð³ùèíó, ïîâåðõíÿ ÿêî¿ îïèñó-
ºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 , ,r R a z b= − π < ϕ < π ≤ ≤   (1.1) 

òà ï³ääàºòüñÿ âïëèâó äåôîðìàö³¿ êðó÷åííÿ äîâ³ëüíèì íàâàíòàæåííÿì 

( )0 ,r r zϕτ , ùî ïîðîäæóº ïåðåì³ùåííÿ ñåðåäîâèùà ( )0 ,u r zϕ . Ìåòîþ çà-
äà÷³ º âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòó ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. 

Ï³ñëÿ ïîáóäîâè ðîçðèâíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿíü ð³âíîâàãè äëÿ äåôåê-
òó (1.1) çà ñõåìîþ [12], ïðîáëåìó çâåäåíî äî ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( )
2

0
2

1
, , , ,

4

b

r

a

d z
V R k d R z a z b

dz R ϕ

− ξ⎛ ⎞ξ ξ = τ ≤ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠∫   (1.2) 

äå ( ) ( ) ( ), 2 0, 0,V R z G u R z u R zϕ ϕ⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦  — ñòðèáîê ïåðåì³ùåíü íà 
òð³ùèí³, à G  — íåâ³äîìèé ìîäóëü çñóâó. 

ßäðî ð³âíÿííÿ (1.2) ìàº ïîäàííÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

0

2 1
cos 2 ,

2
i yk y yd e d

∞ ∞
α

−∞

= Ι α Κ α α α = Ι α Κ α α
π π∫ ∫   (1.3) 

äå ( ) ( ),n nz zΙ Κ  — ìîäèô³êîâàí³ ôóíêö³¿ Áåññåëÿ. 
Çðîáèìî çàì³íó çì³ííèõ: 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )0

, ; 2 ,

, ,

4 , .r

z R C C x R C C RC b a

V R RC RC

RC R RC RC x f x

+ − + − ±

+ −

− ϕ + −

= + ζ = + ξ = ±

+ ξ = ϕ ζ

− τ + =

  (1.4) 

Ï³ñëÿ òàêî¿ çàì³íè ³íòåðâàë ³íòåãðóâàííÿ ó ð³âíÿíí³ (1.2) çâåäåíî 
äî ³íòåðâàëó [ ]1;1− : 

 ( ) ( ) ( )
12

2
1

, 1.
d

k C x C d f x x
dx − −

−

− − ζ ϕ ζ ζ = ≤∫   (1.5) 

Äëÿ â³äîêðåìëåííÿ ñèíãóëÿðíî¿ ÷àñòèíè ÿäðà âèêîðèñòàºìî ïî-
äàííÿ (1.3), âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó [3]: 

 ( ) ( ) ( )4
2 2 2

0

1

2 1
1

2

J
d

∞ ατ
Ι α Κ α = τ

⎛ ⎞+ τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ . 

Öå íàäàº ìîæëèâ³ñòü çâåñòè ïåðøèé ³íòåãðàë ó ñï³ââ³äíîøåíí³ 
(1.3) äî âèãëÿäó 

 ( ) ( )42
0 0

1
cos .

1
1

2

d
k y yJ d

∞ ∞τ
= α ατ α
π ⎛ ⎞+ τ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫   (1.6) 

Òóò îñòàíí³é ³íòåãðàë º â³äîìèì [3], òà ï³ñëÿ äåÿêèõ ïåðåòâîðåíü 
îòðèìàºìî íîâå çîáðàæåííÿ ÿäðà ð³âíÿííÿ (1.5): 

 

( )
4 22

2 2
0

3

1 2 32
1

8cos 8cos 1
2

1 4 sin

1 1 1 4
, ; ; , 1; 4; 3.

2 2j
j

t t
k y dt

y y t

C F j C C C
y y

π

−

=

− +
= =

π +

⎛ ⎞
= − = = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∑    (1.7) 

Äðóãà ð³âí³ñòü ó ñï³ââ³äíîøåíí³ (1.7) âèïëèâàº ç ôîðìóë 3.681 (1) 
ó [3]. Ùîá â³äîêðåìèòè ðîçðèâíó ÷àñòèíó ð³âíÿííÿ (1.7), ïîòð³áíî 
ïðîäîâæèòè ã³ïåðãåîìåòðè÷íó ôóíêö³þ Ãàóññà â îêîëî íóëÿ. Ïîòð³á-
íà äëÿ öüîãî ôîðìóëà 9.132 (2) ç [3] ó öüîìó âèïàäêó íå ïðàöþº, áî 
òðåò³é ïàðàìåòð ó ôóíêö³¿ Ãàóññà º ö³ëèì. Ùîá ïîäîëàòè ö³ òðóäíîù³, 
ðîçãëÿíåìî çàì³ñòü ö³ëîãî ïàðàìåòðà j  ïàðàìåòð j + ε  òà âèêîðèñòàº-
ìî ïîòð³áíó ôîðìóëó. Ó îòðèìàíîìó ðåçóëüòàò³ â³äøóêàºìî ãðàíèöþ, 
êîëè ε  ïðÿìóº äî íóëÿ. Îñòàòî÷íî îòðèìàºìî: 
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( )

( )

2

2 2
0

1 3

2 21 1 4
, ; ;

12 2 4!2
2

m

m m

m

j
y j y

F j
y mj

∞

=

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪Γ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− = − ×⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪πΓ −⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎩

∑  

 ( ) 1 3
2 1

2 2
m m j m

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞× ψ + −ψ + −ψ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 
( )

2

2
0

1 3

2 2
2ln

2 4!

m

m m

m

j
y y

m

∞

=

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎛ ⎞ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠− − ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪

⎪⎭

∑ .   (1.8) 

Ï³äñòàâèìî çîáðàæåííÿ (1.8) äî (1.7) òà îòðèìàºìî ðîçðèâíó ÷àñ-
òèíó ÿäðà (1.7). Ï³ñëÿ öüîãî ð³âíÿííÿ (1.5) íàáóâàº âèãëÿäó 

 ( ) ( ) ( )
12

2
1

1 1
ln , 1.

d
R C x C d f x x

dx x − −
−

⎡ ⎤
− + − ζ ϕ ζ ζ = ≤⎢ ⎥

π − ζ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫    (1.9) 

Ðåãóëÿðíà ÷àñòèíà ÿäðà ìàº íåïåðåðâíó ïåðøó ïîõ³äíó òà âèçíà-
÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ 

 ( ) 2 2

1 0

2
ln m m

m m
m m

R y A y y
y

∞ ∞

= =

= + ψ∑ ∑ , 

 28 4
1 ,

3 3m mA a m m
⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (1.10) 

 ( ) ( )( )
( ) ( )28 2 1 7 43

1 !
2 3 2 3m m m

m m
A m m m a

m

− −⎡ ⎤⎛ ⎞ψ = ψ + −ψ − − =⎜ ⎟⎢ ⎥ −⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 ( ) 1 3
1

2 2

m

m m

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

äå ( )zψ — ψ-ôóíêö³ÿ Åéëåðà. 
2. Ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ çà ìåòîäîì îðòî-

ãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â. 
Âèêîðèñòàºìî ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ 

     ( )
12

2
12

1

1 1
1 lnn

d
V d

dx x−
−

− − ζ ζ ζ =
π − ζ∫ ( )1 , 1, 1, .nnV x x n− ≤ = ∞    (2.1) 
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Ó â³äïîâ³äíîñò³ äî (2.1) ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1.9) ðîçøóêóºòüñÿ ó 
çîáðàæåíí³ 

 ( ) ( )2
1

1

1 .n n
n

V
∞

−
=

ϕ ζ = − ζ ϕ ζ∑   (2.2) 

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ðÿäó (2.2) ó ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
(1.9) òà çàñòîñóâàííÿ ñïåêòðàëüíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.1) òà ð³âíîñò³ 

 ( ) ( )2
1 2

1 , 1, ,
1

n
n

nT zd
z V z n

dz z
−

⎡ ⎤− = − = ∞
⎣ ⎦ −

  (2.3) 

äå ( )nT z  — ïîë³íîìè ×åáèøîâà ïåðøîãî ðîäó, ïîìíîæèìî îáèäâ³ 

÷àñòèíè íà ( ) 2
1 1kV x x− −  òà ïðî³íòåãðóºìî çà çì³ííîþ x . Öå çâîäèòü 

³íòåãðî-äèôåðåíö³éíå ð³âíÿííÿ (1.9) äî íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³é-
íèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü: 

 
2

1

2
; , 1,2,...k

k n kn n k k
n

f
k d k k

k

∞

=

ψ + ψ = ψ = ϕ =
π ∑  

 ( ) ( ) ( )1 1

2 2
1 1

,
1 1

k n
kn

T x T
d R C x C dxd

x
− −

− −

ζ
= − ζ ζ

− − ζ
∫ ∫   (2.4) 

 ( ) ( )
1

2
1

1

1 .k kf f x x V x dx−
−

= −∫  

Äëÿ ï³äðàõóíêó ³íòåãðàë³â (2.4) ïðîïîíóºòüñÿ êâàäðàòóðíà ôîðìó-
ëà Ãàóññà. Ç öüîãî âèïëèâàþòü ôîðìóëè 

 ( ) ( ) ( )
2

2
1 1

 , , ;
l l

kn i j k i k j
i j

d R C x C x T x T x l k n
l − −

= =

π
= − >∑∑  

 ( ) ( )2 * *
1

1

sin  ,
1 1

l

k i k i
i

i
f f x V x

l l −
=

π π
=

+ +∑   (2.5)

 *2 1
cos , cos .

2 1i i

i i
x x

l l

− π
= π =

+
 

Íåñê³í÷åííó ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ìîæå áóòè ðîçâ’ÿçàíî 
íàáëèæåíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðåäóêö³¿. Äëÿ öüîãî ïîòð³áíî äîâåñ-
òè çá³æí³ñòü ðÿä³â 

 
2

2
1 2

1 1 1

, .k
n kn

k k k

f
S k d S

k

∞ ∞ ∞

= = =

= =∑∑ ∑   (2.6) 
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3. Ðàõóâàííÿ êîåô³ö³ºíòó ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (Ê²Í). Äëÿ îá-
÷èñëåííÿ Ê²Í ïîòð³áíî â³äøóêàòè ãðàíèö³ 

 
( )
( )

( )
2

lim , , 0, 0.
2

r

a z
N R z z a z b

z b
ϕ

π −
= τ → − → +

π −
∓  

Ç óðàõóâàííÿì ïðîâåäåíî¿ çàì³íè çì³ííî¿ (1.4) Ê²Í ìîæóòü áóòè 
çàïèñàí³ ó ïîäàíí³ 

 
( )( )
( )( )

( )
1

lim , ,
1

r

b a x
N R C R C Rx

b a x
ϕ + −

π − − −
= τ +

π − −
∓  

 1 0, 1 0.x x→− − → +   (3.1) 

Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (1.2) òà (1.9), ìàºìî çîáðàæåííÿ äîòè÷íèõ 
íàïðóæåíü: 

 ( ) ( )
12

2 2
1

1 1
, ln

4r

d
R C R C Rx R C x C

dx R xϕ + − − −
−

⎡ ⎤
τ + = − + − ζ ×⎢ ⎥

π − ζ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

 ( ) ( )0 , , 1.rd R C R C Rx xϕ + −×ϕ ζ ζ + τ + >   (3.2) 

Ç ìåòîþ ðåàë³çóâàòè ïåðåõ³ä äî ãðàíèö³ ó ñï³ââ³äíîøåíí³ (3.1) 
íåîáõ³äíî ïðîäîâæèòè ñïåêòðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.1) íà ³íòåðâàë 

1x > . Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàºìî ôîðìóëó ç [12] 

 
( )

( ) ( )

,11

1
1

1
ln

1 1

kk
m

k k

P sd
ds

dx x s s s

α −α+

+ −α α−
−

=
− − +∫  

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1 1

2 2 1 1

! 1 2 ! ! 1

k m

m k

m k m

m k m m k x

+

− + +

− Γ + α + Γ + + −α
= ×

⎡ ⎤+ + + −⎣ ⎦
   (3.3) 

 ( )( )1 , 1;2 2 ; 1 / 2  .F m m k k m x× +α + + + + + −  

Äëÿ ðàõóâàííÿ Ê²Í N−  ïîòð³áíî âèêîðèñòàòè ïðîäîâæåííÿ ôóíê-
ö³¿ Ãàóññà â îêîëî òî÷êè 1x = − , âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó 9.131 (2) ç 
[3], äå âçÿòè 1, 1 / 2k = α = . 

Îñòàòî÷íî çàì³ñòü ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.1) îòðèìàºìî 

( ) ( )
( )

2 212
2

2 2
1

1 21 1 3 3 1
ln 1 , 2; ;

2 2 11

m

m m

md x
s V s ds F m m

dx x s xx

+

+
−

+ ⎡ +⎛ ⎞− − = + + −⎜ ⎟⎢π − −⎝ ⎠− ⎣
∫  
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1 1 3 1 1

, 1; ; , 1.
2 1 2 2 1

m x x
F m m x

x x

⎤+ − +⎛ ⎞− + + < −⎥⎜ ⎟− − −⎝ ⎠⎥⎦
  (3.4)

Ï³ñëÿ çàñòîñóâàííÿ ôîðìóë (3.2), (2.2) òà (3.4), (2.4) îòðèìàºìî 
ïîäàííÿ äëÿ Ê²Í: 

 ( ) 1

1

1 .
2

m

m
m

G
N m

∞
+

−
=

π
= − ψ∑   (3.5) 

Ôîðìóëà (3.5) âèçíà÷àº îñòàííå ïîäàííÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ Ê²Í. 
Ïðèêëàä ö³º¿ çàäà÷³ äåìîíñòðóº çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó îðòîãîíàëü-

íèõ ïîë³íîì³â, à ñàìå — âèêîðèñòàííÿ ñïåêòðàëüíîãî ñï³ââ³äíîøåí-
íÿ, éîãî àíàë³òè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ, çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ðåäóêö³¿. 

ÄÎÄÀÒÎÊ Â. 
ÒÀÁËÈÖß ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÈÕ ÑÏ²ÂÂ²ÄÍÎØÅÍÜ 

ÒÀ ÄÅßÊÈÕ ²ÍÒÅÃÐÀË²Â 

Òàáëèöÿ 1

Íî-
ìåð

Ñï³ââ³äíîøåííÿ
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, 2 2 2
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,
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mP y W x y x y
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y y
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μ γ
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− − −
=

−
∫  
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1
2 , 22

1 1
0 0

1 1 2
,

2 1
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v

x x P x

m m v

μγ γ μ

− −

− −
=

Γ + σ Γ + − + σ
 

0

1

2

v+ + γ +μ
σ = , ( ) ( ) ( ),

0

,v vW t J t J d
∞

μ γ μ γτ = ξ ξ ξτ ξ∫  

2

( ) ( )
( ) ( )( )

, 2 11
,

2
0 0 0

, 1 2

1 1

v
nW r P

d
n n

+

−

γ −σ +γ
μ γ

σ

ρ − ρ ρ
ρ =

Γ + −σ Γ + σ −ρ
∫

( ) ( ) ( )1 ,1 1 22 ! 1 1 2  ,v
nn n r P r−

− μ −σ− − μ= Γ + +μ −  

( )02 1 , 2 1v v±σ = + + γ +μ σ = − ± γ −μ
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1 11 sin cossin1 12 22ln cos
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( ) 1
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1 1
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2 2n
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1 1 1
sec , 1,2,...
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 ξ ≤ α  

16

2 1

1 1
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1 12 2
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4 22 2
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cth ch d
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Ï²ÑËßÌÎÂÀ 

Àâòîðè ö³º¿ êíèãè ìàëè çà ìåòó îçíàéîìèòè ÷èòà÷à ç ìåòîäîì 
îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â, ùî º îäíèì ç íàéâàæëèâ³øèõ ìåòîä³â 
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè äëÿ îáëàñòåé ç äåôåêòàìè. 

Äëÿ òîãî ùîá ÷èòà÷ó áóëî çðó÷íî çíàéîìèòèñÿ ç ìàòåð³àëîì, íà 
ïî÷àòêó íàâåäåíî îñíîâí³ ôîðìóëè òà òåîðåìè ùîäî âëàñòèâîñòåé 
îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â. 

Âñ³ îðèã³íàëüí³ òåîðåìè òà ëåìè, ùî íàâåäåí³ ó öüîìó ï³äðó÷íèêó, 
íàâåäåíî ç äîâåäåííÿì. Ñüîãîäí³ íàì çäàâàëîñÿ êîðèñíèì îçíàéîìè-
òè íàøîãî ÷èòà÷à ç ìåòîäèêîþ òà çàñîáàìè äîâåäåííÿ, ùî áàçóþòüñÿ 
íà êëàñè÷íèõ òåîðåìàõ àíàë³çó. 

Çàâåðøóº öþ êíèãó äâà ïîâíèõ ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó îð-
òîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè: 
çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ òà çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³. 

Ìè òàêîæ âêëþ÷èëè ó êíèãó ðÿä êîðèñíèõ, ç íàøî¿ òî÷êè çîðó, 
ôàêò³â ùîäî ìåòîä³â îá÷èñëåííÿ ïîäâ³éíèõ òà ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðà-
ë³â, à òàêîæ äîâ³äêîâèé ìàòåð³àë, ùî ì³ñòèòü òàáëèö³ îñíîâíèõ ñïåê-
òðàëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü. 

Àâòîðè ñïîä³âàþòüñÿ, ùî öÿ êíèãà áóäå êîðèñíîþ äëÿ ñòóäåíò³â, 
àñï³ðàíò³â òà íàóêîâèõ ñï³âðîá³òíèê³â, íàóêîâ³ ³íòåðåñè ÿêèõ ïîâ’ÿçàí³ 
ç ðîçâ’ÿçàííÿì çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè äëÿ îáëàñòåé ç äåôåêòàìè. 
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